







Ohjaaja Panu Raatikainen, FT
HELSINGIN YLIOPISTO
FILOSOFIAN LAITOS
PL. 9 (Siltavuorenpenger 20 A)
00014 Helsingin yliopisto, Finland
Tiedekunta/Osasto  Fakultet/Sektion  Faculty Laitos  Institution  Department
Tekijä  Författare  Author
Työn nimi  Arbetets titel  Title
Oppiaine  Läroämne  Subject
Työn laji  Arbetets art  Level Aika  Datum  Month and year Sivumäärä  Sidoantal  Number of pages
Tiivistelmä  Referat  Abstract
Avainsanat  Nyckelord  Keywords
Säilytyspaikka  Förvaringsställe  Where deposited
Muita tietoja  ävriga uppgifter  Additional information
HELSINGIN YLIOPISTO  HELSINGFORS UNIVERSITET  UNIVERSITY OF HELSINKI
Humanistinen tiedekunta Filosoﬁan laitos
Kai Severi Hämäri (os. Sihvola)
Tarskin totuus  totuuden määrittelemisen taustaehtoja ja seurauksia
Teoreettinen ﬁlosoﬁa
Pro gradu -tutkielma Huhtikuu 2008 88 pages
Alfred Tarski, totuusmääritelmä, formalisoidut kielet, semantiikka, logiikka
Filosoﬁan laitoksen kirjasto
Tutkielma esittelee Alfred Tarskin formalisoitujen kielien totuusmääritelmän ﬁ-
losoﬁsia ja loogisia taustaehtoja ja seurauksia. Tutkimuksen keskeisimmät me-
netelmät ovat ﬁlosoﬁnen analyysi ja matemaattinen logiikka. Keinona on myös
aatehistoriallinen tutkimus.
Keskeisin tutkimuksen kohde on Alfred Tarskin artikkeli Der Wahrheitsbegriﬀ
in den formalisierten Sprachen, 1935 (julkaistu käännöksenä teoksessa Logic, Se-
mantics, Metamathematics, Papers from 1923 to 1938, Clarendon Press, Oxford,
1956).
Tarskin alkuperäinen totuusmääritelmä formalisoiduille kielille ja totuuden mää-
rittelemättömyystulos ovat esitetty nykyaikaisella notaatiolla. Analyyttisen ja
historiallisen lähestymisen kautta Tarskin totuusmääritelmän ja malliteorian suh-
teita selvennetään absoluuttisen ja suhteellisen totuuskäsityksen avulla. Ajatusta
formaalisista kielistä ennalta annetusti tulkittuina kielinä esitellään ja sen his-
toriallisia taustoja selvitetään. Tämän idean olennaisuus todetaan Tarskin 1930-
luvun totuusmääritelmän muodostumiselle.
Eräiden käännöksen käsitteeseen liittyvien epäselvyyksien esiin nostaminen ja ak-
siomaattisten totuusteorioiden ja totuusmääritelmän suhteen esitteleminen ovat
osa tutkielman loogista osuutta. Näiden lisäksi tutkielma esittelee S. Shapiron ja
J. Ketlandin totuusteoreettisen deﬂationismin kritiikkiä, jossa käytetään Tarskin
totuusmääritelmää vastaavaa totuusteoreettista aksiomatisointia.
Lauralle
People have asked me How can you, a nominalist, do work in
set theory and logic, which are theories about things you do not
believe in? . . . I believe that there is value even in fairy tales and
the study of fairy tales.
 Alfred Tarski, [Feferman ja Feferman 2004, 52].
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0.1 Alkuhuomioita
Tämän tutkielman ydinkysymys on: Mitä Tarski määritti artikkelissaan Der
Wahrheitsbegriﬀ in den formalisierten Sprachen1? Antoiko hän todella määri-
telmän totuudelle? Mitkä ovat hänen määritelmänsä loogiset ja ﬁlosoﬁset taus-
taoletukset ja seuraukset?
Kuitenkaan en pysty kuin hipaisemaan pintaa valtavasta, Tarskin totuuskäsi-
tykseen liittyvästä, artikkelipaljoudesta. Siksi pyrin löytämään olennaisuudet
viimeisimmästä keskustelusta ja käyttämään klassikkokommentaareja.2 Tarkoi-
tuksenani on ennen kaikkea selvittää, miksi Tarskin totuusmääritelmä on kuu-
ma aihe vielä yli 70 vuotta sen julkaisemisesta.
Jan Wole«skin3 mukaan Tarskin totuuskäsitys voidaan jakaa seuraaviin osiin:
1. Semanttisten paradoksien ratkaisu objekti-metakielierottelulla.
2. Totuusmääritelmän relativisointi yksittäisiin kieliin.
3. T-skeema, eli lauseet muotoa  `a' on tosi, jos ja vain jos a.
4. Konventio T materiaalisena ehtona totuuden määritelmille.
5. Totuuden riippuvuus merkityksistä: totuus määritellään tulkituille kie-
lille.
6. Muodolliset ehdot totuuden määrittelemiselle.
1. [Tarski 1935], hakasulut viitteiden nimissä ja lähdeluettelossa ovat seurausta taitto-
ohjelman valmiiden tyylien rajoittuneisuudesta. Viittaan tähän artikkeliin myös nimellä Wahr-
heitsbegriﬀ.
Olen käyttänyt tästä ja muista Tarskin artikkeleista niiden englanninkielisiä käännöksiä, joten
pieni lähdekriittinen huomio lienee paikallaan. Käyttämäni käännökset on julkaistu Tarskin
1920- ja -30-lukujen artikkelien erinomaisessa kokoelmassa Logic, Semantics and Metamathe-
matics [Tarski 1956] (toinen editio 1983). Käännökset eivät ole kriittisiä siinä mielessä, että
niitä on korjattu käännöksen yhteydessä. Lisäksi niitä on uudelleen editoitu vuoden -83 julkai-
suun, kuten toisen edition toimittaja John Corcoran toteaa esipuheessaan. Kaikki muutokset
ovat Tarskin hyväksymiä. Toimittajan mukaan toinen editio on, useimpiin tarkoituksiin, aivan
riittävä lähde.
Koska tutkielmani painopiste on analyyttinen ennemmin kuin historiallinen ja lisäksi kieli-
taitoni rajallinen, katson paremmaksi vedota näihin laadukkaisiin ja arvostettuihin käännök-
siin. Viitteissä Wehrheitsbegriﬃin sivunumerot tarkoittavat vuoden -83 edition sivunumeroita,
(jotka vastaavat lähes yksi yhteen vuoden -56 sivunumerointia). Lainaukset ovat yhtä lukuun
ottamatta toisesta editiosta.
2. Joitakin klassikoita olen joutunut jättämään ulkopuolelle, kuten [Church 1976], joka kä-
sittelee Russellin tyyppiteorian ja Tarskin totuusteorian suhdetta erittäin mielenkiintoisella
tavalla. Joudun myös ohittamaan mielenkiintoisen, mutta pitkällisen, selvityksen Tarskin vai-
kutuksesta Carnapiin, Quineen, Hintikkaan, Kripkeen, Fieldiin jne.
3. [Wole«ski 1999]
7. Itse totuusmääritelmä toteutumisen käsitteen avulla.
8. Bivalenttisuus totuusmääritelmän seurauksena.
9. Metakielen aito rikkaammuus suhteessa objektikieleen ehtona totuus-
määritelmän olemassaololle. Toisin sanoen totuuden määrittelemättö-
myystulos: kielessä itsessään esiintyvällä teorialla ei voida määritellä kie-
len totuuspredikaattia.
10. Todistus sille, että aritmetiikan totuuksien joukko ei ole määriteltävissä
aritmeettisesti.
Palaan näihin eri osiin, ja siihen miten ne liittyvät toisiinsa, monin paikoin
tutkielmassa.
Luvussa 1 käsittelen taustaehtoja ﬁlosoﬁsille totuusmääritelmille ja -teorioille
sekä esittelen semanttisen totuuskäsityksen, totuuden vastaavuusteorian ja to-
tuusdeﬂationismin.4
Siirryn luvussa 2 Tarskin semanttisen totuuskäsityksen taustoihin ja niihin syi-
hin, jotka johtivat hänet tähän käsitykseen ja itse totuusmääritelmään forma-
lisoiduille kielille. Pyrin tuomaan esiin eroja ja yhtäläisyyksiä Tarskin mate-
maattisen totuusmääritelmän ja hänen ﬁlosoﬁsen totuuskäsityksensä välillä.5
Esittelen lisäksi Tarskin käsityksen Warheitsbegriﬀ -artikkelissa kielestä tulkit-
tuna. Määrittelen luvussa 2 erinäisiä ominaisuuksia ja käsitteitä, joita tarvitaan
luvussa 3. Lisäksi vertaan tätä käsitystä kielestä nykyisin suosittuun malliteo-
reettiseen käsitykseen ja käsittelen tätä rinnastusta suhteessa absoluuttiseen ja
suhteelliseen käsitykseen totuudesta.6.
Edellytyksenä tutkimuskysymysten avaamiselle on ollut Tarskin totuuskäsityk-
sen ja hänen tieteellisen semantiikkansa uudelleen konstruointi luvussa 3. Pyrin
4. Yleisinä lähteinä totuuskäsityksistä on käytetty mm.[Candlish ja Damnjanovic 2007],
[David 2004], [Kirkham 1992] ja [Künne 2003]. Pragmatistiset ja episteemiset totuusteo-
riat sivuutetaan, koska ne eivät ole Tarskin kannalta olennaisia, vaikkakaan niitä ei ole
syytä sivuuttaa merkityksettöminä. Kotarbi«ski, eräs Tarskin ﬁlosoﬁan opettajista, piti
tärkeänä asettaa oman käsityksensä totuudesta rinnastukseen Jamesin utilitarianistiseen
totuuskäsitykseen.[Kotarbi«ski 1966, 106].
5. Tarskin totuusmääritelmään liittyvinä yleislähteinä on käytetty Tarskin omien kir-
joitusten lisäksi mm. [Feferman ja Feferman 2004], [Field 1972], [Heck 1997], [Milne 1997],
[Raatikainen (tulossa c)] ja [Soames 1984].
6. Malliteorian referenssikirjana olen käyttänyt [Hodges 1997] ja Tarskin määritelmän
suhdetta siihen on käsitelty mm. artikkeleissa [Milne 1999] ja Raatikaisen tulevassa
[Raatikainen (tulossa b)], joka on erinomainen lähde aiheesta käytyyn keskusteluun. Tässä yh-
teydessä on mainittava [Niiniluoto 2004], joka on yksi parhaimpia artikkeleita, joita Tarskista
on kirjoitettu.
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konstruoinnissa nykyaikaiseen kirjoitusasuun, mutta olemaan mahdollisimman
uskollinen Tarskin alkuperäisille ajatuksille. Olennaisin ero on siinä, että Me-
tateorioissa matematiikka otetaan joukko-opista eikä tyyppiteoriasta.7 Jonkin
verran joukko-oppia on myös oletettu meta-metateorian tasolla (jolla tämä tut-
kielma on kirjoitettu), joskaan en ole katsonut välttämättömäksi selvittää miten
vahvaa teoriaa tarvitaan. Huomiointi erinäisistä oletuksista ja seurauksista kul-
kee tämän konstruoinnin rinnalla, erityisesti koskien käännöksen käsitettä ja
sitä, miten käännös liittyy kielen identiteettiin.
Tarskin Wahrheitsbegriﬃn määritelmä elää nykyään enimmäkseen aksiomaat-
tisten totuusteorioiden tutkimuksessa, joita käsittelen luvussa 4.8 Aksiomaat-
tisia totuusteorioita tarvitaan myös selvittämään tärkeitä loogisia eroja, joita
Tarskin määritelmällä on viime vuosikymmeninä suosittuun totuuskäsitykseen,
deﬂationismiin.9 Nämä erot liittyvät lähinnä siihen todistaako metateoria ob-
jektiteorian heijastusperiaatteen.10
Esityksen lähestymistapa on kolmitasoinen, ja tämä vaatii niin kirjoittajalta
kuin lukijaltakin huomattavaa tarkkaavaisuutta. Kielen ilmaisuja käytetään il-
maisemaan jotain todellisuudesta, mikä on ensimmäinen taso. Toisella tasolla
kielestä voidaan puhua ja voidaan puhua kielen ja maailman suhteesta. Kol-
mannen tason muodostaa tutkimus näiden kahden edellisen tason suhteesta.
Monitasoisuus aiheuttaa myös sen, että osittain joudun viittaamaan asioihin ja
käsitteisiin, jotka pystyn määrittelemään eksaktisti vasta myöhemmin. Mikäli
esitys olisi muunnettu lineaariseksi, olisi sen pituus kasvanut ja analyyttinen
rakenne olisi mahdollisesti saavutettu uhraamalla tekstin sujuvuus. Toivon lu-
kijalta kärsivällisyyttä tämän seikan suhteen.
Logiikan merkintätavoissa seuraan Jouko Väänäsen teosta Matemaattinen lo-
giikka11, jos muuta ei ole erikseen mainittu. Lisäksi, kuten Wilfrid Hodges asian
7. Tyyppiteorian ja joukko-opin suhteesta voi lukea Stanford Encyclopedia of Philosophystä
[Coquand 2006]. Joukko-opin lähdeteoksina olen käyttänyt [Drake 1974] ja [Kunen 1980].
8. Aksiomaattisista teorioista tärkeimpinä lähteinä ovat [Kaye 1991] ja erinomainen Stanford-
artikkeli [Halbach 2007]. Lisäksi erittäin tärkeä lähde on Takeutin klassikko Proof Theory
[Takeuti 1975], joka sinällään ei käsittele totuuden aksiomatisointia, mutta tuo Tarskin määri-
telmän nykyaikaiseen muotoon.
9. Deﬂationismista käsittelen vain kaikkein suosituimpia muotoja, eli Fieldin puhdasta disqua-
tationalismia [Field 1986] ja Horwichin minimalismia [Horwich 1990].
10. Tässä aiheessa ensisijaiset lähteet ovat Shapiron ja Ketlandin artikkelit [Shapiro 1998] ja
[Ketland 1999].
11. [Väänänen 1987]. Loogiset vakiot luetaan ¬ ei, ∨ tai, ∧ ja, → jos . . . niin, ↔ jos ja
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ilmaisee:  `I' means I, `we' means we. Tutkielma on kirjoitettu ja taitet-
tu käyttäen LATEX-ladontaohjelmaa ja Kile-tekstieditoria Kubuntu GNU-linux
käyttöjärjestelmässä.
Kiitokset kuuluvat professori Jan Wole«skille, anteliaasta artikkeliensa ja ma-
teriaaliensa luovuttamisesta käyttööni, FT Taneli Huuskoselle neuvoista Tars-
kin totuuden määrittelemättömyystuloksen todistuksen kanssa ja FL Martin
Fluchille, LATEX-ohjeista ja teknisestä tuesta.
vain jos, ∃ jollakin tai on olemassa sekä ∀ jokainen tai kaikilla, muuttujat x, y, v luetaan





Mihin totuutta tarvitaan? Totuus esiintyy tiedon määritelmässä:
Tieto on tosi oikeutettu uskomus.
Totuus esiintyy eheän päätelmän määritelmässä:
Tosista premisseistä on mahdollista päätellä vain tosia lauseita.
Totuus esiintyy loogisen seurauksen määritelmässä:
Jos ei ole mahdollista, että lauseen A ollessa tosi lause B olisi
epätosi, on B A:n looginen seuraus.
Lisäksi totuutta käytetään erilaisissa arkipäiväisissä ja ei niin arkipäiväisissä
ilmauksissa, kuten: Se, mitä sanoit, on totta; Minä olen tie, totuus ja elämä.
Totuuteen liittyviä kysymyksiä on monia. Mitä merkitsevät sanat tosi ja to-
tuus? Onko on tosi looginen operaattori vai substantiaalinen predikaatti?
Mistä oliosta voidaan sanoa, että ne ovat tosia tai epätosia? Mikä tekee jos-
takin oliosta toden? Onko totuus vastaavuutta todellisuuden kanssa ja jos on
niin missä mielessä? Milloin jokin olio on tosi? Miten voidaan tietää totuus tai
epätotuus? Miten toimia totuuteen liittyvien anomalioiden, kuten valehtelijan
paradoksin kanssa? Onko totuus absoluuttinen vai suhteellinen? Ja miten epä-
totuus suhtautuu totuuteen? Onko totuuden puute sama asia kuin epätotuus?
Tärkein ﬁlosoﬁnen kysymys mielestäni on skeptinen  onko totuutta olemas-
sa? Tällä tarkoitan ensinnäkin sitä, että onko totuus ihmisen toiminnasta riip-
pumaton. Toiseksi sitä, onko tosien olioiden luokkaa olemassa. Tämä kysymys
totuuden olemassaolosta määrää paljolti sen, mitä totuusmääritelmät ja teoriat
tekevät.
Jos totuus on jotakin jo olemassa olevaa, niin totuusmääritemä pyrkii joko ole-
maan sen analyysi, antamaan selityksen tälle ilmiölle, tai se pyrkii olemaan kei-
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no tehdä totuudet tavalla tai toisella saavutettaviksi, antamaan meille termit
ja menetelmät puhua totuudesta ja sen ominaisuuksista. Saavutettavuus ei tar-
koita tässä sitä, että jokainen totuus tulisi tunnetuksi, vaan enemmänkin jotain
olemassaolo -todistuksen kaltaista, tiedämme mustan aukon olemassaolon siitä,
miten avaruus käyttäytyy sen ympärillä. Tällöin voitaisiin totuusmääritelmä
myös nähdä mallina todelliselle ilmiölle
Jos totuus ei ole olemassa, niin totuusmääritelmä pyrkii määrittämään meil-
le jonkin uuden käsitteen, jolla on hyödyllisiä ominaisuuksia. Se pyrkii kon-
struoimaan meille totuuden, sellaisena kuin me toivoisimme sen olevan. Tällöin
tämä uusi käsite aproksimoi jotain ideaalia, jota ei voida saavuttaa, sillä sitä
ei ole. Mikäli vastaus skeptiseen kysymykseen on negatiivinen, niin kysymys
Tarskin totuusmääritelmien ﬁlosoﬁsista ulottuvuuksista on yhtä tyhjän kanssa.
Siksi oletan jatkossa, että jonkinasteinen myöntävä vastaus on oikea skeptiseen
kysymykseen.
Skeptiseen kysymykseen ei välttämättä ole vastausta, jonka saisimme selville,
kuten ei välttämättä suureen osaan muistakaan totuuteen liittyvistä kysymyk-
sistä. Mitä todennäköisemmin kysymykset muuttavat muotoaan ajan myötä, ja
ehkä tässä on se todellinen ﬁlosoﬁsen edistyksen mahdollisuus.
Tarski uskoi selvästi vastanneensa klassisiin kysymyksiin totuudesta ja siten
antaneensa ﬁlosoﬁsen totuusmääritelmän.
The present article is almost wholly devoted to a single problem
the deﬁnition of truth. Its task is to constructwith reference to
a given languagea materially adequate and formally correct def-
inition of the term `true sentence'. This problem, which belongs
to the classical questions of philosophy, raises considerable diﬃ-
culties.1
Monesti hänen ratkaisunsa kuitenkin perustuvat tavalla tai toisella nerokkaa-
seen sääntöjen kiertämiseen. Tarskin totuusmääritelmät formalisoiduille kielille
eivät anna vastausta totuuden määrittämiselle olioille yleensä. Tarski jakoi on-
gelman osiin, ja antoi kuhunkin formalisoituun kieleen suhteutetun totuuspre-
dikaatin  sellaisen joka vastaa meidän intuitioitamme totuudesta. Tavallaan
hän vastasi kysymykseen, mitkä tämän tietyn kielen lauseet ovat tosia, tai il-
maisevat totuuden.
1. [Tarski 1935, 152].
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Itse asiassa Tarski oli vakuuttunut, ettei valehtelijan paradoksille ole ratkai-
sua  eikä siksi yleistä totuusmääritelmää ole mahdollista antaa. Lisäksi hän
välittömästi torjui kaikki tutkimuslinjat totuuden suhteen, jotka perustuivat
oletukseen, että totuuden kantamiseen kykenevät oliot ovat sisältöolioita, eli
propositioita siinä mielessä kuin tämä termi nykyään ymmärretään. Tämä joh-
tui hänen puolalaisesta, brentanolaisen ﬁlosoﬁan rikastamasta, taustastaan ﬁ-
losoﬁsen ontologian suhteen, Tarski oli reisti.
Tarskin totuusmääritelmä kuitenkin ylittää aiemman puolalaisen tradition to-
tuusmääritelmät, sillä hän sovelsi rohkeasti matemaattisia metodeja. Tämä
mahdollistaa klassisen, tarkoittaen ristiriidan ja kolmannen poissuljetun la-
kia kunnioittavan, absoluuttisen ja ajattoman totuuspredikaatin määrittämi-
sen mille tahansa formalisoidulle kielelle,2 kuten vaikkapa aritmetiikan kielelle.
Matemaattisten metodien soveltaminen on kuitenkin ristiriidassa tiukan reis-
min kanssa, joka kieltää kaikki abstraktit oliot. Joten tässäkin suhteessa Tarski
rikkoi sääntöjä.3
Wole«skin mukaan Tarskin ratkaisuja oli eksplisiittisesti ennakoinut vain Bolza-
no. Informaalissa mielessä vastaavaa totuusmääritelmää olivat käyttäneet 1910-
lulta eteenpäin malliteorian pioneerit Löwenheim, Skolem ja Gödel sekä Tarski
itse. Wahrheitsbegriﬀ on nähtävissä yrityksenä tehdä nämä intuitiot selviksi ja
osoittaa, että totuus on oikeasti määriteltävissä, ja vielä niin, että ei tarvitse
olettaa muuta kuin matematiikkaa ja logiikkaa sen määrittelemiseen.4
Tietyssä mielessä voidaan kysyä, onko valhe sanoa Tarskin määrittäneen to-
tuuden  absoluuttisessa ﬁlosoﬁsessa mielessä. On luonnollisesti eri kysymys,
mitä hän uskoi tehneensä ja mitä hän teki. Mitä Tarski todella määritteli?
1.1 Määritelmiä ja teorioita totuudesta
Yhteisenä lähtökohtana totuuskäsityksille yleensä otetaan Aristoteleen käsitys
totuudesta. Metafysiikassa Aristoteles kirjoitti:
2. Tässä yhteydessä formalisoitu kieli on ymmärrettävä siinä mielessä, missä 1930-luvun Puo-




Epätotta on sanoa, että se ei ole, mikä on, tai että se on mikä
ei ole, ja vastaavasti totta on sanoa sen olevan, mikä on, ja sen
olevan olematta, mikä ei ole.5
Metafysiikasta löytyy myös seuraava määritelmä:
Totuuteen ja epätotuuteen liittyy se, ovatko asiat yhdistettyjä
vai erotettuja, joten se, jonka mielestä erotettu on erotettua ja
yhdistetty yhdistettyä, ajattelee totuudenmukaisesti, mutta se,
jonka mielipide on tosiasioiden vastainen, on väärässä. Milloin siis
se, mitä sanotaan todeksi tai epätodeksi, on tai ei ole? Meidän
on tutkittava mitä tarkoitamme näillä termeillä. Et ole valkoinen
sen vuoksi, että ajattelemme totuuden mukaisesti sinun olevan
valkoinen, vaan me sanomme totuuden todetessamme tämän sen
vuoksi, että sinä olet valkoinen.6
Aristoteles on ollut lähtökohtana niin Akvinolaiselle, Kantille, Brentanolle kuin
Tarskillekin. Edelliset lainaukset ovat varsinainen pähkinä, toisaalta ne kuulos-
taa aivan itsestään selviltä ja toisaalta on todella vaikea tajuta mistä niissä on
kysymys.7
1.1.1 Vastaavuus
Aristotelesta pidetään ensimmäisenä totuuden vastaavuusteorian muotoilijana.
Nykyaikaisiin termeihin päästään käyttäen seuraavaa lainausta Niiniluodolta:
By using currently fasionable terms, a hallmark of correspondence
theories of truth is the principle that truth-bearers are made true
by some truth makers.8
Vastaavuuden idea on se, että on olemassa totuuden kantajia ja totuuden teki-
jöitä, joiden välillä on jonkinlainen relaatio, eli vastaavuus. Yleensä vastaavuus
ilmaistaan käyttäen Akvinolaisen sanoja veritas adequatio intellectus et rei.9
5. [Met.IV,1011b,26]. Aristoteleen suomennokset teoksesta [Aristoteles 1990]
6. [Met.IX,1051b,2].
7. Aristoteleen totuusmääritelmää ja sen vaikutusta totuuskäsityksiin on käsitelty laajasti
kirjallisuudessa. Erään pedantin analyysin antaa [Künne 2003, 94-112]. Toinen erinomainen
lähde siitä, miten Aristotelettä olisi ymmärrettävä on [Wole«ski 2004].
8. [Niiniluoto 2004].
9. Lainaus kääntyy ehkä luontevimmin totuus on mielen ja asioiden vastaavuutta. Sana res
on erittäin monimerkityksinen, tarkoittaen mm. oliota, ilmiötä, seikkaa, asianlaitaa ja tosiasiaa
jne. jo klassisessa latinassa.
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Akvinolaiselle tämä tarkoitti samaa, kuin mitä Aristoteles oli metafysiikassa
kirjoittanut.10
1900-luvulla on osoittautunut tärkeäksi erottelu vahvan ja heikon vastaavuus-
teorian välillä. Vahva vastaavuus on sitä, että toden olion ja sen totuuden te-
kijän välillä vallitsee samankaltaisuusrelaatio, joka voi olla rakenteellinen tms.
Heikko vastaavuus puolestaan esittää vastaavuusrelaation korrelaationa. Sekä
vahva että heikko vastaavuusteoria voidaan tulkita esiintyvän Aristoteleen me-
tafysiikassa. Edellä esitetyistä lainauksista ensimmäistä voidaan käyttää tuke-
maan näkemystä heikosta ja jälkimmäistä vahvasta vastaavuudesta.11
Moderneina versioina vahvasta vastaavuudesta on pidetty mm. Wittgensteinin
kuvateoriaa, jonka mukaan tosi atomilause on toden atomifaktan kuva. Heikosta
vastaavuudesta malliesimerkkinä vodaan pitää Austinin totuuden kongruens-
siteoriaa, jossa lauseet liittyvät mahdollisiin asiaintiloihin kielen historiallisen
viittauksen avulla, ja todet lauseet ovat ne jotka viittaavat vallitseviin asiainti-
loihin.12
Yleisenä kriteerinä sille, että onko jokin teoria tai käsitys todella teoria tai kä-
sitys totuudesta vastaavuuden mielessä, voidaan pitää sitä, onko se yleensä yh-
teensopiva T-ekvivalenssien kanssa.13 On vakiintunut käytäntö kutsua lauseita,
jotka ovat muotoa: 'Lumi on valkoista' on tosi lause, jos ja vain jos lumi on val-
koista, T-lauseiksi. Tämän sinällään hyvän käytännön tarkentamiseksi seuraan
seuraavia stipulaatioita:
T-skeema on seuraava. Oletetaan, että pAq on nimi lauseelle A, että Tr on
(totuus) predikaatti, että ↔ merkitsee ekvivalenssia, eli kaksisuuntaista kondi-
tionaalia jos ja vain jos, ja että P on lauseen A käännös. Tällöin T-skeeman
esiintymä on jokainen lause, joka saadaan edelle esitetyillä ehdoilla lausemallis-
ta
Tr(pAq)↔ P. (1.1)
T-skeeman esiintymistä käytän myös nimitystä T-ekvivalenssi.
10. [Künne 2003, 103].
11. [Wole«ski 1999].
12. [Kirkham 1992, 120-130].
13. Russellin argumentti pragmaattisten totuusteorioiden vääristä modaalisista seurauksista
perustuu T-ekvivalensseihin. [David 2004].
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T-lause puolestaan on mikä tahansa lause, joka saadaan yllä olevasta mallista,
niin että A:n ja P:n ei edellytetä olevan toistensa käännöksiä.14
On helppoa nähdä yhtäläisyys Aristoteleen edeltävän ensimmäisen lainauksen
määritelmän ja T-ekvivalenssien välillä, Tarskin mukaan. Yhtäläisyys ei, monen
muun ajattelijan mielestä, kuitenkaan ole aivan välittömästi nähtävissä. Tästä
aiheesta kannattaa tutustua Wole«skin analyysiin artikkelissa Alethea in Greek
Thought until Aristotle.15
Tarski piti kannattamaansa semanttista totuuskäsitystä aristoteelisen määritel-
män selvennyksenä. Hänen kuuluisa konventio T:nsä esittää, että totuusmää-
ritelmän, ollakseen materiaalisesti riittävä, täytyy olla sellainen, että siitä seu-
raa kaikki T-ekvivalenssit (objektikielelle). Intuitiivisessa mielessä tämä kriteeri
on järkeenkäypä, jos hyväksyy semanttisen käsityksen totuudesta yksittäisille
lauseille: lauseen totuus, eli mitä merkitsee  `φ' on tosi lause, on määriteltä-
vissä tyhjentävästi sitä vastaavalla T-ekvivalenssilla:  `φ' on tosi lause, jos ja
vain jos Φ, jossa Φ on φ:n käännös. Tällöin kaikkien lauseiden kokonaisuu-
den totuusmääritelmä olisi T-ekvivalenssien konjunktio. Tällainen konjunktio
on mahdollinen vain, jos kielessä on äärellinen määrä lauseita. Intuitiivisesti se,
että jostain teoriasta seuraa kaikki tietyn tyyppiset lauseet, saa teorian sisäl-
tämään kaikkien näiden lauseiden äärettömän konjunktion.
T-ekvivalenssit ovat tosia, silloin kun ne eivät ole niin sanotusti ongelmallisia.
Ongelmallisuus seuraa valehtelijan paradoksista: Tämä lause on epätosi.16 Pa-
radoksia on yritetty ratkaista monella tavalla, mutta parhaaksi ja toimivimmak-
si ratkaisuksi on osoittautunut vain kiertää se tavalla tai toisella. Esimerkkei-
nä tästä ovat Tarskin popularisoima Le±niewskin objektikieli-metakieli erot-
telu,17 jossa objektikielen totuuspredikaatti esiintyy metakielessä, ja Kripke-
Fefermanin totuusteoria, jossa totuuspredikaatti määritellään asteittain, askel
14. Mikäli nimen lausuntamuoto on sama kuin oikealla olevan lauseen, kutsun T-lausetta ho-
mofoniseksi, muussa tapauksessa allofoniseksi. Homofonisuudesta ei seuraa sitä, että T-lause
olisi T-ekvivalenssi, samoin kuin tautofonisuudestakaan ei seuraa tautologisuus.
15. [Wole«ski 2004].
16. Paradoksin muoto tämä lause on epätosi ei vielä aiheuta ongelmia T-ekvivalensseille,
sillä  `tämä lause on epätosi' on tosi, jos ja vain jos tämä lause on epätosi ei ole yksiselittei-
nen. Mutta valehtelijan paradoksista voidaan muodostaa versioita, jotka tuottavat suurempaa
päänvaivaa. Tällainen on Łukasiewiczin muotoilu, jonka esitän alaviitteessä luvussa 2.
17. Russellin ratkaisu semanttisiin antinomioihin, vicious circle-periaate, heijastelee samankal-
taista ideaa. Russell jakoi kielelliset ilmaisut asteisiin, ja asetti ettei alemman asteen ilmaisussa
saa esiintyä korkeamman asteen ilmaisua.
Myös Hilbertin metamatematiikka muistuttaa läheisesti Le±niewskin ratkaisua.
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kerrallaan. Kripke-Fefermanin totuuspredikaatti ei ole klassissa mielessä bi-
valenttinen, sillä on lauseita jotka ja joiden negaatiot eivät kuulu sen alaan.
Tarskin tosi lause kielessa L-predikaatti on bivalenttinen, mutta sen alaan ei
kuulu kaikkia väitteitä, joita haluaisimme kutsua tosiksi (nimittäin niitä tosia
lauseita, jotka eivät ole kielessä L).
Tarskin kannattama semanttinen totuuskäsitys ei kuitenkaan ole herättänyt
yksimielistä hyväksyntää. Päin vastoin. Se sisältää paljon ominaisuuksia, jotka
ovat enemmän tai vähemmän hämmentäviä. Yksi on vahva sitoutuminen mate-
matiikkaan, joka tuo ontologisia sitoumuksia, kuten joukot ja äärettömyyden.
Toinen on vetoaminen käännöksen käsitteeseen. Tarskin konventio T:tä ei voi
esittää ilman käännöksen käsitettä, ja siksi käännöstä ei voi selittää totuuden
avulla, jos ollaan valmiiksi sitouduttu tarskilaiseen totuusmääritelmään. Kol-
mas on sen monitasoisuus ja suhteellisuus. Ei ole vain yhtä totuuspredikaattia
vaan ääretön määrä, kukin kielestä riippuvainen. Neljäs on se, että se asettaa
kielelle, jolle totuuspredikaatti määritellään, tiukat muodolliset ja semantti-
set vaatimukset. Lisäksi pelkästään vaatimus sille, että totuuden kantajat ovat
lauseita (tarkalleen lausetyyppejä), ei ole yleisesti hyväksytty.
Ja ennen kaikkea, Tarskin semanttinen totuuskäsitys ei postuloi mitään ekspli-
siittistä relaatiota lauseen totuuden ja sen totuuden tekijän välille. Jos totuus ja
sen tekijä esiintyvät T-ekvivalenssissa, eikä niiden suhdetta sen enempää ole ta-
koitus valaista, niin ne vaikuttaisivat olevan vain materiaalisessa korrelaatiossa
keskenään. Voidaan kysyä, onko tämä jo liian heikkoa vastaavuutta.
Vastaus näihin huolenaiheisiin on ehkä se, että muuta vaihtoehtoa ei ole, ellei
haluta rikastaa ontologiaa joillain muilla olioilla  kuten asiaintiloilla, faktoilla,
arvostelmasisällöillä ja propositioilla, joihin liittyy kuhunkin omia ongelmia.
Tarskin semanttiseen totuuskäsitykseen jaWahrheitsbegriﬃn sekä myöhemmän
malliteoreettisen totuusmääritelmän vaikutuksesta on yritetty tehdä laajempia
ﬁlosoﬁsia totuusteorioita. Muun muassa Fieldin 1970-luvulla kannattama versio
vastaavuudesta on tällainen.
Kaikkein toimivimpana ﬁlosoﬁsena teoriana totuudesta, joka rakentuu Tarskin
käsityksen ja määritelmien varaan, voidaan varmastikin pitää Niiniluodon esit-
tämää, joukko-oppiin ja malliteoriaan pohjaavaa, versiota.18 Se pyrkii olemaan
mahdollisimman laaja, olettaen samalla mahdollisimman yksinkertaisen ontolo-
18. [Niiniluoto 2004]
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gian. Niiniluodon vastaavuusteoria kaipaisi lähempää huomiota, kuin mitä tässä
tutkielmassa voin antaa, jotta sen kaikki ulottuvuudet tulisivat esitetyiksi.
1.1.2 Totuuden substanssi tai sen puute
Throughout much of this century there have been two types of
philosophical debates over the concept of truth. In the ﬁrst, sub-
stantive, type of debate we ﬁnd rival theories of truth put forward
that seem to have, and whose proponents have taken to have, sig-
niﬁcant metaphysical and epistemological implications[. . . ] In the
ﬁrst type of the debate, then, we ﬁnd theses put forward and
defended that have (or at least seem to have) substantial philo-
sophical implications. Debates of this type presuppose that truth
has a substantial role to play in philosophical inquiry. In the de-
bates of the second, metaphilosophical, type the presupposition
is called into question.19
Edeltävässä lainauksessa Anil Gupta puhuu substantiaalisesta lähestymistavas-
ta totuuteen ja sen kyseenalaistamisesta. Substantiaalisia käsitystä ovat esi-
merkiksi Wittgensteinin vastaavuusteoria, jossa atomilauseen totuus on sen
muodon vastaavuutta vallitsevan asiaintilan kanssa. Tämä muodollinen vas-
taavuus on se, mikä on substantiaalista tässä näkemyksessä. Oletus on, että
totuus täytyy selittää kaavalla:
∀x(x on tosi↔ Φ(x)) (1.2)
Jossa Φ on jonkin substantiaalisen ominaisuuden nimi.20
Deﬂationistit eli ne, jotka asettavat tämän substantiaalisen lähestymisen tavalla
tai toisella kyseenalaiseksi esittävät, että totuus ei ole ominaisuus traditionaa-
lisessa mielessä. On erittäin vaikea sanoa, mikä tekee deﬂationistin. Halbach
esittää seuraavien doktriinien olevan tavalla tai toisella deﬂationismia määrit-
televiä:
1. Truth is only a device of disquotation.21
19. [Gupta 1993]. Tämä artikkeli on yksi nykykeskustelun kulmakivistä, ansioituen erityisesti
kyseenalaistamaan deﬂationismin perusoletuksia.
20. Φ voi olla eksistentiaalinen sulkeuma jostain substantiaalisesta relaatiosta: Φ(x) ↔
∃y1, . . . , yn(Ψ(x, y1, . . . , yn).
21. Disquotaatio tarkoittaa sitä, että on sallittua päätellä lauseesta  `A' on tosi lause lause A.
Tällöin totuus toimii operaattorina, joka muuntaa lauseiden nimiä itse lauseiksi.
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2. The T-sentences govern the meaning of the truth predicate
and thus they are necessary, analytic or a priori.
3. Truth is only a device of generalization or semantic ascent,
or it serves the purpose of expressing inﬁnite conjunctions
and disjunctions.
4. Truth is not a property or a genuine predicate.22
Deﬂationismin muodoiksi luetaan yleensä Ramseyn redundanssi teoria,23 joka
on läheistä sukua Fregen totuuden identiteettiteesille. Fregen teesi on fakta on
tosi uskomus. Ramseyn redundanssiteoria puolestaan esittää, että totuus on
analysoitavissa identiteetin avulla: väite propositio `p' on tosi on ekvivalentti
väittämän että p kanssa.24
Deﬂationismiin luetaan yleisesti prosententiaaliset teoriat, jotka pyrkivät rat-
kaisemaan sanan totuus käyttöön liittyviä ilmiöitä, joita Ramseyn teoria ei
kykene selittämään.
Kaikken tyypillisimpinä deﬂationismin muotoina voidaan nykyään pitää Fieldin
disquotationismia ja Horwichin minimalismia.25 Näitä kahta teoriaa yhdistää
pyrkimys mahdollisimman yksinkertaiseen selitykseen totuuden merkityksestä.
Voimakkain ero syntyy siitä, että Field kannattaa lauseita totuuden kantajina,
kun taas Horwich kannattaa propositionaalista totuutta. Molempia lähestymis-
tapoja yhdistää pyrkimys selittää totuus T-ekvivalenssien avulla: Fieldille tars-
kilaiset ja Horwichille niiden propositionaaliset vastineet: on totta, että p, jos
ja vain jos p.
Field ei voi hyväksyä Tarskin totuusmääritelmään pohjaavia vastaavuusteorioi-
ta, sillä ne vetoavat merkityksen käsitteeseen transsubjektiivisen käännöksen
kautta. Niissä esiintyvä tarkoitetun tulkinnan käsite ei ole myöskään hänel-
le hyväksyttävä. Hänen oma disquatationisminsa on kuitenkin erittäin lähel-
22. [Halbach (habil.)]. Raatikainen esittää huolellisen analyysin artikkelissa [Raatikainen 2006]
siitä, miten nämä teesit toimivat yhteen, sekä minkälaisia loogisia kombinaatioita niistä saa
ja hän esittää tältä pohjalta vahvan yhteenvedon kaikesta siitä kritiikistä, mitä deﬂationismiä
kohtaan on esitetty.
23. Tästä on poikkeuksena [Field 1986], jossa esitetään, että Ramsey kannatti vastaavuutta,
sillä Field lukee totuusteoriat koskemaan vain lausetotuutta. Ramsey määrittää lausetotuuden
vastaavuutena tosiin propositioihin.
24. [Künne 2003, 37].
25. Nämä teoriat ovat esitetty artikkelissa [Field 1986] ja kirjassa [Horwich 1990]. Molemmat
kirjoitukset ovat totuusteorian, ellei koko ﬁlosoﬁan, moderneja klassikoita, joihin tutustuminen
on erittäin antoisa kokemus.
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lä Tarskin määritelmää. Fieldin väite on, että kaikki, mitä totuuden käsitettä
varten tarvitaan, on homofoniset T-ekvivalenssit kaikista niistä lauseista, joita
jokin henkilö ymmärtää. Hän vie relativisoinnin pidemmälle kuin Tarski, sillä
nyt meillä on jokaisen subjektin oma idiolekti jolle totuus määritellään.26
Fieldillä on puolellaan paljon uskottavuutta, sillä hän olettaa erittäin vähän on-
tologiaa. Vajaavuutena on se, että hänen teoriansa on varsin heikko: se ei riitä
esimerkiksi matematiikan totuusteoriaksi. Hän kuitenkin sallii matematiikassa
käytettävän täyttä Tarskin totuusmääritelmää, sillä hänen ﬁktionalistinen teo-
riansa matematiikasta sallii matematiikalle jonkinlaisen välitilaeksistenssin 
se on hyödyllistä ﬁktiota.27 Tällöin myös Tarskin totuusmääritelmä vaikkapa
aritmetiikalle on hyödyllinen ﬁktio.
Horwich on sitä mieltä, että Tarskin projekti on aivan oikein, niissä hyvin ra-
joitetuissa tapauksissa, joissa sitä voi käyttää. Koska referenssistä tai toteu-
tumisesta ei ole tyydyttävää yleistä teoriaa, jota puolestaan voitaisiin käyttää
yleiseen totuuden määrtittelemiseen kaikissa yhteyksissä, hän ei katso yleistä
tarskilaista totuusteoriaa hyväksyttäväksi.28 Mielenkiintoista on se, että tämä
on, kuten edellä todettiin, Tarskin oma kanta.
Luonnollisesti teoria, joka koostuu kaikista T-ekvivalensseista, toteuttaa trivi-
aalisti Tarskin konventio T:n. Yleisen teorian muodostaminen T-ekvivalenssien
avulla on kuitenkin erittäin vaikeaa, jos kuten Horwich ja Field, ei tehdä objekti
metakieli erottelua, ja sallitaan totuuspredikaatin sisältäviä lauseita totuuspre-
dikaatin alaan. Tällöin ei ole alkuunkaan selvää, mitkä T-ekvivalenssi yhdistel-
mät johtavat paradokseihin. McGee on osoittanut, että ei voida määrittää yksi-
käsitteistä matemaattisessa mielessä maksimaalista joukkoa ristiriidattomia T-
ekvivalensseja. Lisäksi hän osoittaa, että ei ole olemassa rekursiivista menetel-
mää määritellä tällaista maksimaalista lausejoukkoa laajennoksena annetuille
T-ekvivalenssien joukolle.29
26. Kaikkien T-ekvivalenssien joukko jonkin henkilön ymmärtämien lauseiden joukolle ei voi
sisältyä tämän henkilön ymmärtämien lauseiden joukkoon. Tämä johtuu siitä, että kukaan ei
voi ymmärtää ääretöntä määrää lauseita. On olemassa maksimaalinen pituus, jota pidempiä
lauseiden alkuja ei pysty muistamaan kun on päässyt niiden loppuun. Näin ollen on olemassa jo-
kin luku n, joka vastaa kaikkien niiden lauseiden lukua, jotka jokin henkilö edes potentiaalisesti
voisi ymmärtää.
27. [Eklund 2007].
28. [Horwich 1990, 28-30].
29. [McGee 1992]. McGeen artikkeli sisältää erittäin hienoja matemaattisia tuloksia, jotka kai-
paavat lähempää huomiota kaikilta, joita totuus kiinnostaa. Hän osoittaa, että totuuspredi-
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Kuten edellä todettiin, Tarski kuului ﬁlosoﬁsesti brentanolaiseen traditioon.
Tämä traditio on mielenkiintoinen nykyisten totuuskäsitysten kannalta, sillä
Brentanon käsitykset ovat jokseenkin deﬂationistisen ja substantiaalisen näke-
myksen välimaastossa. Sama pätee Tarskiin.
1.1.3 Miten määrittää totuus?
Kuten edellisessä luvussa todettiin, on useita erilaisia pyrkimyksiä ratkaista to-
tuuden arvoitus. Tarkastelen seuraavaksi hieman kysymyksen, miten määrittää
totuus, teknistä puolta.
Ei ole aivan selvää, mikä olisi ﬁlosoﬁsessa mielessä tyydyttävä määritelmä to-
tuudelle. Kirkham esittää erittäin huolellisen analyysin tästä epäselvyydestä
teoksen Theories of Truth, A Critical Introduction30 ensimmäisessä luvussa.
Erityisesti on epäselvää, minkälainen modaalinen status määritelmällä kuuluisi
olla. Kirkham esittää, että eri modaalisina asteina, mitä totuusmääritelmältä
on vaadittu, voidaan pitää intensionaalista ekvivalenssia (P on synonyyminen
q:n kanssa, eli p merkitsee samaa kuin q), essentiaalista ekvivalenssia (vält-
tämättä: p jos ja vain jos q), luonnollista ekvivalenssia (kaikissa mahdollisissa
maailmoissa, joissa on samat luonnonlait kuin meidän maailmassa, p jos ja vain
jos q) sekä materiaalista ekvivalenssia (p jos ja vain jos q).
Vähintä, mitä pitäisi vaatia, on siis, että määritelmä olisi sellainen, että se pätee
kaikista ja vain niistä olioista, jotka ovat tosia:
∀x (Tosi (x)↔ P (x)) , (1.3)
jossa P(x) on jokin ominaisuus.
Määritteleminen on ollut ﬁlosoﬁen tehtävä esisokraattisista ajoista lähtien. Pla-
tonilla on dialektisia määritelmiä ja Aristoteles loi genusspecies -periaatteen.
Loogikot ja matemaatikot käyttävät eliminatiivistamäärittelemisen systeemiä,31
kaatilla vahvennetussa aritmetiikan kielessä on olemassa minkä tahansa aritmetiikan lauseen
kanssa ekvivalentti T-ekvivalenssi.
30. [Kirkham 1992].
31. Eliminatiiviseen määritelemiseen liittyy analyysin paradoksi: joko määritelmä on merki-
tyksetön tai se on tehty väärin. Kivinen käsittelee asiaa ansiokkaasti artikkelissa [Kivinen 2001]
ja tarjoaa mahdollisia ratkaisuja ongelmaan. Kuten David Armstrong on Kivisen mukaan ke-
hottanut, jokaisen ﬁlosoﬁn on vähintään kerran elämänsä aikana mietittävä analyysin paradok-
sia. Elimanitiivisen määrittämisen idea palaa uuden ajan ajattelijoiden teoksiin ja kulminoituu
Arnauldin ja Nicolen Port Royalin logiikka teokseen [Kneale ja Kneale 1962, 315].
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joka on aksiomaattisessa joukko-opissa hiottu niin pitkälle, että melkein koko
matematiikka on, tavallaan, palautettavissa -relaatiolla ilmaistuihin kaavoihin.
Totuuden määrittelemistä voi lähestyä loogisesta näkökulmasta kahdella taval-
la. Ensimmäinen näkökanta on, että totuus on palautettavissa eliminatiivisesti
toisiin käsitteisiin, jotka ovat näin ollen perustavampia. Tällöin jollakin kaavalla
φ:
∀x(Tr(x)↔df φ(x)). (1.4)
Toisen näkökannan mukaan totuus on määrittelemätön peruskäsite. Tällöin sen
ominaisuudet otetaan aksioomina ja sitä voidaan käyttää toisten käsitteiden
konstruoimiseen.
Tämä jako näyttäisi kuvaavan hyvin asenteellista eroa deﬂationististen ja vas-
tuuvuusteorioiden välillä. Minimalistit perustavat totuuden aksioomien, T-ek-
vivalenssien, varaan, jotka määrittelevät totuuden ominaisuudet. Vastaavuus
teoreetikot ja Tarski pyrkivät antamaan eliminatiivisen määritelmän.
Tarskin totuusmääritelmä on:
TrL(x)↔
(x on L lause ∧
∀σ(σ on ääretön jono olioita → (ToteuttaaL(σ, x)))).
(1.5)
Se palauttaa totuuden kielessä L toteutumiseen (kielessä L). Sen lisäksi toteutu-
minen määritellään eliminatiivisesti. Tarski palauttaa omien sanojensa mukaan
totuuden eliminatiivisesti kielen muoto-oppiin, logiikkaan, matematiikkaan ja
kyseisen kielen erityisluonteeseen: objektiteoriaan ja sen alkeissymboleihin.32
Määritelmässä näkyy jo radikaali ero yllä annettuun. Tarskin määritelmässä ei
esiinny totuus-sanaa, vaan kieleen L sidottu predikaatti TrL.
Puhtaan loogiselta näkökannalta on usein aivan sama, mikä käsite otetaan pe-
rustavaksi ja mikä määritellään toisten avulla. Filosoﬁselta kannalta ei ole sama,
mitkä käsitteet otetaan perustaviksi. On varsin luontevaa kysyä, ovatko perus-
taviksi valitut käsitteet välittömästi selviä  ja niitä hallinnoimaan valitut
32. [Tarski 1935, 273].
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aksioomat selviä ja välittömästi nähtävissä tosiksi. Tämä kysymys on ﬁloso-
ﬁassa,33 ja tieteessä yleensä, perustava. On tietenkin toinen luonteva kysymys:
onko olemassa mitään, joka on välittömästi selvää ja välittömästi nähtävissä
todeksi? Aika moni olisi valmis vastaamaan, että logiikka itse on välittömäs-
ti selvää ja sen aksioomat ovat välittömästi nähtävissä tosiksi. Matematiikan
suhteen ollaan jo huomattavasti varautuneempia, johtuen Gödelin epätäydelli-
syystuloksista.
Tarski oli ehdottomasti sitä mieltä, että totuuden käsite pitää määritellä jois-
takin varmoista lähtökohdista. Hän oli huolissaan semanttisista paradokseis-
ta ja halusi osoittaa olevan mahdollista rakentaa määritelmä totuudelle, jonka
varmuudesta ei olisi epäilyksen häivääkään. Siksi Tarski pyrki määrittelemään
totuuden (kielessä L) siten, että määritelmässä ei vedota mihinkään käsittee-
seen, joka ei ole palautettavissa matemaattis-loogisiin ja varmoihin fysikaalis-
tieteellisiin käsitteisiin.34
Minimalismille ja disquotationismille jää vastattavaksi kysymys: miksi meidän
on pidettävä T-ekvivalensseja itsestään selvinä? Tarski ei kuitenkaan ole täy-
sin vapaa tästä kysymyksestä, sillä se liittyy konventio T:n oikeutukseen, ja
hän käyttää huomattavan vaivan sen perustelemiseen, että yksittäisen lauseen
suhteen T-ekvivalenssi määrittää täysin sen, mitä totuus tarkoittaa kyseisen
lauseen suhteen. Itse totuusmääritelmän suhteen kuitenkaan ei ole tällaista on-
gelmaa. Kielen L T-ekvivalenssit tulevat Tarskille teorian ja määritelmän seu-
rauksina  ja ne ovat siinä mielessä oikeutettuja (mikäli metateoria perustuu
käsitteille, jotka ovat välittömästi selviä, ja jos sen aksioomat ovat välittömästi
nähtävissä tosiksi).
Erittäin tärkeä kysymys totuuden määrittämisen kannalta on, voiko jonkin mo-
nimutkaisen totuuden totuus johtaa yksinkertaisemmista totuuksista tai muis-
ta sen osien ominaisuuksista.35 Tarskin määritelmä käyttää hyväksi ilmaisun
33. Tämä pätee muutamaa mielenkiintoista poikkeusta lukuun ottamatta. Voidaan kuitenkin
todeta, että nykyﬁlosoﬁan isät, niin analyyttisen kuin mannermaisen ﬁlosoﬁan puolella, alle-
kirjoittivat tämän näkemyksen ﬁlosoﬁan tehtävästä. Fregen ja Russellin logisismi yritti osoit-
taa, miten kaikki matematiikka on palautettavissa logiikkaan. Husserlin fenomenologia pyrki
luomaan varman perustan empiirisille tieteille.
34. Käsittelen Tarskin totuusmääritelmän suhdetta aksiomaattiseen totuusteoriaan luvussa
4.1.1.
35. Kysymys on rinnakkainen kielen kompositionaalisuuden kanssa. Kompositionaalisuusteesi
on väite, jonka mukaan monimutkaisten kielellisten ilmaisujen merkitykset voidaan johtaa yk-
sinkertaisemmista osista. Sen vastakohtana on kontekstiperiaate, joka väittää yksinkertaisten
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rakennetta, mikä selviää, kun myöhemmin tarkastelen hänen määritelmäänsä
toteutumiselle. Tämä aihe liittyy läheisesti siihen, mitkä ovat hyväksyttäviä
totuuden kantajat.
Tarskin määritelmän modaalinen status on erikoinen tapaus. Tietyssä mielessä
on oikein sanoa, että se on materiaalinen, sillä se perustuu vain materiaaliseen
ekvivalenssiin. Konventio T (josta lisää tuonnempana) asettaa kuitenkin mo-
daalisesti vahvan ehdon sille, milloin jokin määritelmä on tarskilaisessa mielessä
totuusmääritelmä.
1.1.4 Totuus ja sen kantajat
Mikä olio on sellainen, että siitä voidaan sanoa sen olevan tosi? Tai tarkemmin,
mikä olio kykenisi olemaan tosi, olemaan totuuden kantaja? Mikä on yhteistä
kaikille tosille olioille  mihin kategoriaan ne kuuluvat? Näihin kysymyksiin
ei välttämättä löydy vastausta, lukuunottamatta kahta platanttia: totuuden
kantaja on tosi olio, tai totuuden kantaja on mikä tahansa olio. Tilannetta
voidaan tarkentaa esittämällä, että totuuden kantajan on olio joka on tosi tai
epätosi eikä mikään muu:
∀x(totuuden kantaja(x)↔def (tosi(x) ∨ epätosi(x))). (1.6)
Epätotuuden määritelmä on kuitenkin ongelmallinen. Määritteleminen menee
yleensä toisin päin, kun halutaan, että epätodet oliot olisivat kaikki ja vain ne
oliot, jotka ovat totuudenkantajia ja joilta puuttuu totuus:
∀x(epätosi(x)↔def (totuuden kantaja(x) ∧ ¬ tosi(x))). (1.7)
Lisäksi jotkut, kuten Kripke, ovat esittäneet teorioita, joissa on totuudenkan-
tajia, joilla ei ole totuusarvoa.
Luonnollisesti erilaiset totuuskäsitykset asettavat erilaisia ehtoja sille, minkä-
laiset oliot voivat olla tosia. Jos totuuden täytyy olla muuttumatonta ja ikuista,
niin aiheuttaako se, että totuuden kantajien täytyy olla ikuisia ja muuttumat-
tomia? Tavallisesti totuus sanaa liitetään kai eniten lausumisiin ja väitteisiin,
kun halutaan painottaa mielipiteen samuutta, arvioida jonkun väittämän totuu-
denmukaisuutta tai arvioida jonkin tahon luotettavuutta. Lisäksi tosi sanaa
kielen osien saavan merkityksensä laajemmasta kielellisestä rakenteesta. Nämä käsitteet palaa-
vat Fregen pohdiskeluihin kielestä. Aihetta on käsitelty laajasti artikkelissa [Pelletier 2001].
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käytetään yhteyksissä, joissa halutaan sanoa jonkin tai jonkun olevan erityisen
hyvä tyyppiesimerkki jostain, mitä se tai hän edustaa, vaikkapa tosi ystävä.
Ajattelun ja kielen välinen suhde on totuuden kantajien kannalta tärkeä. Pla-
tonille tieto oli tosi ja oikeutettu uskomus. Uskomus on mentaalinen olio. Aris-
toteles puhuu mainitsemissani lainauksissa totuuden liittyvän sekä puheeseen
että ajatteluun. Monet haluaisivat asettaa totuuden kantajiksi oliot, jotka ovat
uskomusten sisällöt ja lauseiden merkitykset  ne, mitä nykyﬁlosoﬁassa kut-
sutaan propositioiksi. Kun taas toiset haluaisivat asettaa totuudenkantajiksi
lauseiden tyypit, tai idealisoidut ajatukset.
Ontologiset vaatimukset asettavat rajoja totuudenkantajille. Tiukat nomina-
lismin muodot, kuten fysikalismi tai reismi, kieltävät kaikki abstraktit oliot.
Tällöin, jos jokin on tosi, on sen oltava jotain fyysisesti olemassa olevaa, ku-
ten ääniaalloista koostuva lause, merkkijono tai mielenliike eli uskomustila.
Lause-esiintymiä ja uskomustiloja kuitenkin vastustetaan totuudenkantajina,
siltä pohjalta, että ne eivät ole kestäviä. Niiden totuusarvot, mikäli niillä sellai-
sia on, näyttäisi vaihtelevan, mikäli ne syystä tai toisesta kestävät jonkin aikaa,
kuten käy merkkijonolle joku lukee tätä nyt tällä paperilla.
Lause-esiintymillä ja uskomustiloilla on ontologisen keveyden lisäksi se niiden
puolella, että ne ovat inhimillisen toiminnan tulosta. Sitä, miten niihin liittyvät
juuri niiden merkitykset, voidaan mahdollisesti selittää empiirisillä semantiikan
ja intention teorioilla.
Merkitysolioilla on se uskottavuus, että niihin voidaan viitata lause-esiintymien
tai uskomustilojen välityksellä. Tästä syystä on varsin luontevaa ajatella mer-
kitysolioiden olevan ensisijaisesti niitä, jotka ovat tosia ja epätosia, ja näin ollen
ne lainaavat hetkellisesti totuuttaan lause-esiintymille ja uskomustiloille, jotka
ovat tosia toissijaisessa mielessä.
Merkitysolioiden totuuden suhteen syntyy ongelma siitä, että me emme oikein
tiedä mitä ne ovat, vaikka ﬁlosofeilla on ollut useita teorioita siitä, mitä ne ovat.
Stoalaisilla oli jotakuinkin mielessään merkitysoliot, kun he käyttivät käsitteitä
λκτα´ ja α`ξιω´µατα.36
Bolzano muotoili käytännössä nykyisen käsityksen propositioista 1800-luvun
alussa käsitteellään Sätze an sich - lause sinällään. Bolzanon käsitys oli, että
propositiot ovat ajattomia eikä niillä ole eksistenssiä. Bolzanolle totuus on Sätze
36. [Kneale ja Kneale 1962, 138-149].
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an sich:n ominaisuus.37 Bolzanon käsityksistä riippumatta propositiokäsitystä
ovat kehittäneet mm. Frege, Russell ja Twardowski.38
Haack määrittelee proposition sinä, mikä on yhteistä jonkin väitelauseen sy-
nonymialuokalle. Sama propositio on kahdella lauseella, jos ne merkitsevät sa-
maa.39
Platonistit yleensä ottavat propositiot totuuden kantajina, sillä silloin vältytään
luonnollisen kielen ilmaisujen monimielisyydeltä. Vastakritiikkinä Haack tarjo-
aa sitä, että propositiot saadaan toteuttamaan vaatimukset yksikäsitteisyydes-
tä ja muuttumattomuudesta vain siten, että niiden määritelmiä tiukennetaan
pisteeseen, jossa ne ovat itse epäintuitiivisiä.
Suosittu näkökanta, joka yrittää sallia sekä abstraktien olioiden käytön, että
kieltää niiltä ontologisen statuksen, on ﬁktionalismi. Fiktionalismi on tavallaan
nominalismia, mutta sen kannattajat esittävät puheen propositiosta, tyyppi-
lauseista tai muusta abstractasta voivan olla hyödyllistä, vaikkakin se onkin
itse asiassa tyhjää puhetta.40
On selvää, että merkitysoliot ovat jotain abstraktia, ja siksi ne eivät ole nomi-
nalisteille hyväksyttäviä. Tiukalle nominalismille eivät ole myöskään hyväksyt-
täviä lausetyypit tai joukot, joita Tarski käyttää totuusmääritelmässään.
Tarskin käsitys totuudesta nojaa lausetyyppeihin totuudenkantajina. Hänen to-
tuusmäätitelmänsä vetoaa grammatiikkaan ja on kompositionaalinen lausera-
kenteen suhteen. Hän oli 1930-luvulla kahden vaiheilla sen kanssa, voidaanko
lausetyyppejä kutsua lauseiksi, sillä hän haluaisi pitää lauseet materiaalisina
olioina.41 Wehrheitsbegriﬃssä hän kuitenkin hyväksyy lausetyypit ontologiaan
ilman sen kummempia selityksiä, joskin hän mainitsee, että formalisoitujen
kielten suhteen on hyväksyttävä teorian rakentamista varten ääretön määrä il-
maisuja (siis ilmaisutyyppejä), mikä on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, että
kielelliset ilmaisut ovat inhimillisen toiminnan tulosta.42
37. [Kneale ja Kneale 1962, 359].
38. Läheisesti proposition käsitteeseen liittyy asiaintilan käsite, joka on peräisin Carl Stump-
ﬁlta, joskin Meinongin objektiivit ovat lähes sama käsite. Tämän näkemyksen mukaan tosi
uskomus viittaa vallitsevaan asiaintilaan.
39. [Haack 1978, 76].
40. [Eklund 2007]. Fiktionalismi liittyy myös läheisesti totuuden deﬂationismiin ja konserva-
tiivisuus argumentteihin, joita käsitellään luvussa 4.2.
41. [Tarski 1930b].
42. [Tarski 1935, 174, alaviite 2].
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Lauseen käsite jaetaan yleensä lause-esiintymän ja lausetyyppien käsitteisiin.
Lause-esiintymät (token sentences) ovat Haackin määritelmän mukaan kirjoi-
tettu jono merkkejä tai lausuttu jono ääniaaltoja, jotka muodostavat gram-
maattisesti kokonaisen ja korrektin lauseen. Lausetyyppi on ymmärrettävissä
joko muotona, joka on kaikilla samanmuotoisilla lause-esiintymillä, tai saman-
muotoisten lause-esiintymien luokkana.43 Samalla tavoin voimme myös puhua
ilmaisutyypeistä ja -esiintymistä.
Jotta jokin olisi lausetyyppi, on sen Knealien mukaan oltava muoto, jolla on
merkitys.44 Myös Tarski jakoi tämän kannan, ainakin 1930-luvulla.45 Haackin
tapa määrittää lause on syntaktinen, mutta Knealit taas ovat sitä mieltä, että
lauseen täytyy olla merkityksellinen. Knealien mukaan lauseiden samastaminen
syntaksiin johtaa outoihin tuloksiin, sillä samanmuotoisella jonolla merkkejä voi
olla useita eri merkityksiä useissa eri kielissä (ja joskus jopa samassa kielessä).
Jono merkkejä on tästä syystä lause, vain kun se on tulkittu, merkityksellinen.
Tietenkään tilanne ei ole luonnollisessa kielessä ongelmaton. Tämä johtuu kie-
lellisten ilmaisujen elliptisyydestä, niiden kyvystä viitata ilmaisun käyttötilan-
teeseen ja käyttäjään. Näin ollen saman tyypin lause, samassa kielessä, voi
merkitä montaa asiaa, ja eri tilanteissa sen totuusarvo näyttäisi vaihtuvan. Yk-
si ratkaisu voisi olla liittää totuus arvostelmiin, idealisoituihin ajatuksiin, jotka
muodostavat mentaalisen kielen, ja asettaa, että arvostelmalla on vain yksi
merkitys. Näin esimerkiksi teki Kazimier Twardowski. Tämä näkemys tulee lä-
helle nykyaikaista käsitystä propositioista, vaikkakin, brentanolaisen tradition
mukaisesti, arvostelmat ovat arvostelemista, inhimillistä toimintaa.
Brentanolainen teoria arvostelmista perustuu intentionaalisuuteen. Wole«ski
liittää erittäin ansiokkaasti intentionaalisuuden teorian nykyaikaisen semantii-
kan syntyyn Puolassa. Puolalaiset ﬁlosoﬁt ja matemaatikot yhdistivät 1900-
luvun alussa hedelmällisesti brentanolaisen tradition uuteen matemaattiseen lo-
giikkaan, jonka Principia Mathematica oli popularisoinut. Uudet formalisoidut
kielet mahdollistivat sen, että formaalikielen ilmaisu on yksikäsitteinen, eikä se
muutu eri tilanteissa.46 Wole«skin mukaan tämä näkemys kiteytyy Le±niewskin
43. [Haack 1978, 75].
44. [Kneale ja Kneale 1962, 49].
45. [Tarski 1930b].
46. Wole«ski huomauttaa, että Bolzano esitti, että lauseisiin, joiden totuus näyttäisi olevan
aikariippuvainen, pitäisi liittää aikamääre, jolloin niiden totuus olisi ajatonta. Bolzano oli edellä
aikaansa.
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käsityksessä intuitionistisesta formalismista, jonka mukaan kaikki kielet, niin
formalisoidut kuin formalisoimattomat, ovat merkityksellisiä: niiden lauseet ja
kaavat ovat aina tulkittuja. Wole«ski kirjoittaa:
Perhaps we could say that the approach to truth in terms of self-
evidence, one of the most characteristic features of the Brentanist
theory of truth was replaced in Le±niwski by intuitive self-evidence
of meaning. This means that formalized semantics assumes a prior
grasping of senses of linguistic expressions: formalized object-
language assumes an intuitive metalanguage.47
On luonnollista, että jos hyväksyy Le±niwskin käsityksen formalisoiduista kie-
listä merkityksellisinä kielinä ja että formalisointi edellyttää lauseiden muun-
tamista elliptisyydestä vapaaseen muotoon, niin saadaan tilanne, jossa lause-
tyyppi on samastettavissa sen lause-esiintymän merkityksen kanssa. Saman-
muotoisten lause-esiintymien merkitys on tällaisessa kielessä aina sama. Mikäli
merkitysolioita on, niin kielen L lause-esiintymien merkitysten ja lausetyyp-






Lunta sataa on tosi lause, jos ja vain jos lunta sataa. (2.1)
Tarski kutsui edeltävää lausetta totuusmääritelmäksi lauseen lunta sataa1 to-
tuudelle, ja koko totuuskäsityksen osittaiseksi määritelmäksi siksi, että totuu-
den täydellinen määritelmä määrittäisi totuuden paitsi tälle lauseelle, niin myös
kaikille muille lauseille, niitä vastaavien T-ekvivalenssien avulla. Hänen mu-
kaansa se, mitä totuus tarkoittaa lauseen lunta sataa suhteen on kokonaan
määritelty sitä vastaavalla T-ekvivalenssilla.2
Tarskin mukaan (2.1) on eksplikaatio niin sanotulle semanttiselle totuuskäsi-
tykselle, jonka hän muotoilee:3
Tosi lause on sellainen, joka sanoo että asiat ovat
näin ja näin, ja asiat todella ovat näin ja näin.
(2.3)
Tarskin itsensä mukaan ajatus ei ole uusi, vaan mukaelma Aristoteleen kuului-
sasta määritelmästä Met.IV,1011b,26, jota olen lainannut aiemmin. Hän myös
antaa täyden kunnian määritelmästä Kotarbi«skille.4
1. Tämä lause on huono esimerkki sen kontekstiriippuvaisuudesta johtuen. Jos tämä häiritsee,
voidaan se korvata lauseella lunta satoi Helsingissä maaliskuun 26. päivänä vuonna 2008 ja
ottaa ekvivalenssiksi
lunta satoi Helsingissä maaliskuun 26. päivänä vuonna 2008 on tosi lause,
jos ja vain jos lunta satoi Helsingissä maaliskuun 26. päivänä vuonna 2008.
(2.2)
Koska lunta sataa on kuitenkin Tarskin oma esimerkki, pidättäydyn siinä.
2. [Tarski 1935, 156].
3. Niiniluoto huomauttaa, että Wahrheitsbegriﬃn englanninnoksessa tästä määritelmästä
esiintyvä termi asiain tila, state of aﬀairs on harhaanjohtava käännös saksannoksessa esiin-
tyvälle termille Sachen , asiat. [Niiniluoto 2004].
4. Kts. [Kotarbi«ski 1966, 107].
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Lause (2.1) ei ole muotoa a on tosi koska P(a), vaan totuus määritellään
käyttäen samoja sanoja kuin itse lauseen ilmaisemiseen. Eikö tällöin ajatus
kierrä kehää? Kehä on kuitenkin näennäinen, sillä kun vasemmalla puolella on
lause nimetty käyttäen niitä sanoja, joista se muodostuu, on oikealla käytetty
lauseen sanoja väittämään jotain todellisuudesta.5 Lauseen (2.1) vasemmalla
ja oikealla puolella puhutaan eri tasoilla. Vasemmalla puhutaan kielestä ja sen
ilmaisun ominaisuudesta ja oikealla puhutaan todellisuudesta.
Lumiaiheista lausettamme ei voi ongelmattomasti yleistää. Ei voida sanoa, että
jokaisella lauseella p, p on tosi, jos ja vain jos p. (2.4)
Tämä johtuu yksinkertaisesti siitä, että kvanttori ja lainausmerkit (ns. · -
operaattori, joka muuntaa ilmaisun nimekseen) eivät toimi syntaktisesti yhteen.
Lause (2.4) on siksi lähemmin tarkasteltuna mieletön.6 Sen sijaan lause (2.1)
on mielekäs, ja sitä paitsi tosi. Koska meillä on kyky tunnistaa lauseita, joissa
on sekä nimetty että käytetty samaa lausetta, on luonnollista muodostaa näistä
lauseista skeema:7
x on tosi, jos ja vain jos p, (2.5)
jossa x on nimi lauseelle p.
Jos tämän skeeman kaikki esiintymät ovat tosia, niin silloin saadaan aikaan
ristiriita soveltamalla Łukasiewiczin versiota valehtelijan paradoksista.8
5. Ero mainitsemisen ja käyttämisen välillä on erityisen pitkälle kehitetty keskiaikaisessa lo-
giikassa. [Kneale ja Kneale 1962, 246-274].
6. [Tarski 1935, 159].
7. Skeemat ovat yksinkertaisen kuuloinen juttu, mutta ne sisältävät paljon yllättäviä ongel-
mallisuuksia. Lause-skeeman esiintymät muodostavat kokoelman lauseita, joka on määritelty
tietyn säännön avulla. Mutta itse skeema on ymmärrettävä muodon antavana mallilauseena
ja taustaehtona, joka määrää miten mallilauseen avulla on muodostettavissa esiintymät. Erin-
omainen selvitys aiheesta löytyy artikkelista [Corcoran 2004].
8. Paradoksi on muotoiltavisa vaikkapa seuraavasti: olkoon niin että luku (2.6) on seuraavan
lauseen nimi.
(2.6) on epätosi lause (2.6)
Nyt empiirisesti nähdään, että lause (2.6) on epätosi lause on identtinen lauseen (2.6) kanssa.
Lisäksi saadaan seuraava instanssi skeemasta (2.5):
(2.6) on epätosi lause on tosi, jos ja vain jos (2.6) on epätosi lause. (2.7)
Näistä premisseistä seuraa lause:
(2.6) on tosi lause, jos ja vain jos (2.6) on epätosi lause, (2.8)
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Saamme totuudelle semanttisen määritelmän vain sillä hinnalla, että kielläm-
me totuuspredikaatin alasta kaikki lauseet, jotka ovat ongelmallisia ja johtavat
paradokseihin. Skeeman (2.5) ehto-osan rajoittamista siten, että lauseessa x ei
saa esiintyä totuuspredikaattia on tarjottu. Tällöin kuitenkin moni lause, joka
on intuitiivisesti ajatellen tosi, kuten tämä lause on tosi, ei olisi totuuspredi-
kaatin alassa.
Tämä on silti, kaikessa yksinkertaisuudessaan Tarskin ratkaisu: totuuspredi-
kaatti määritellään kielelle toisessa kielessä siten, että vaikka totuusmääritel-
män kohteena oleva kieli olisikin osa määrittelevää kieltä, tämän predikaatin
alaan ei tule kaikkia määrittelykielen lauseita (ei varsinkaan kaikkia totuuspre-
dikaatin sisältäviä lauseita).9
Paradoksin takia, Tarski toteaa, että luonnolliselle kielelle ei voi siinä itsessään
määrittää totuuspredikaattia. Hän tuli myös siihen johtopäätökseen, ettei luon-
nolliselle kielelle voida määrittää totuuspredikaattia missään muussakaan kie-
lessä. Tarski kannatti näkemystä luonnollisen kielen universaalisuudesta: kaikki
mikä on merkityksellisesti lausuttavissa millä tahansa kielellä on käännettävis-
sä luonnolliselle kielelle. Luonnollinen kieli oli hänelle ultimaalinen le±niews-
kiläinen metakieli, jonka merkityksellisyys on välittömästi selvä kaikille, jotka
sitä ymmärtävät ja käyttävät.10 Jos jossakin kielessä olisi määritelmä luonnol-
lisen kielen totuudelle, niin Tarskin käsityksen mukaan se olisi käännettävissä
luonnolliseen kieleen, mistä seuraisi ristiriita.
Yhtenä mahdollisena reittinä ulos voisi olla universaalikielioletuksen hylkäämi-
joka on ekvivalentti ristiriidan kanssa.
9. Davidin mukaan totuusteoriaa tutkivat ﬁlosoﬁt yleensä oletusarvoisesti lakaisevat anomaa-
liset lauseet maton alle toivoen asian olevan ratkaistavissa, kun määritelmät on saatettu koh-
dalleen. [David 2004]. Yrityksinä saada mahdollisimman yleisesti soveltuva totuuspredikaat-
ti, formalisoidussa kontekstissa, on nähtävissä mm. Kripken aukollinen totuusteoria ja Fefer-
manin reﬂektiivinen sulkeuma, jotka tunnetaan myös yhteisnimellä Kripke-Feferman -teoria.
[Feferman 1991].
10. Tämä näkemys toistuu matematiikan ﬁlosoﬁan puolella, jossa yleisesti universaalikielenä
pidetään joukko-opin kieltä:
First-order Zermelo-Fraenkel set theory is widely regarded as the standard of
mathematical correctness, in the sense that a proof is correct if and only if it can
be formalised as a formal proof in set theory. We would like to be able to give a
truth deﬁnition for set theory; but by Tarski's result this truth deﬁnition can't
be given in set theory itself. The usual solution is to give the truth deﬁnition
informally in English. [Hodges 2006].
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nen. Olisiko mahdollista ajatella yhden kielen sijasta useita hetkellisiä kieliä,
kielenkäyttötilanteita tai kielipelejä? Tarski harkitsee tämän suuntaista ratkai-
sua, mutta epäilee sen luonnollisuutta:
Whoever wishes, in spite of all diﬃculties, to pursue the seman-
tics of colloquial language with the help of exact methods will be
driven ﬁrst to undertake the thankless task of a reform of this
language. He will ﬁnd it necessary to deﬁne its structure, to over-
come the ambiguity of the terms which occur in it, and ﬁnally to
split the language into a series of languages of greater and greater
extent, each of which stands in the same relation to the next in
which a formalized language stands to its metalanguage. It may,
however, be doubted whether the language of everyday life, after
being `rationalized' in this way, would still preserve its natural-
ness and whether it would not rather take on the characteristic
features of the formalized languages.11
2.1 Psykologisia, matemaattisia ja ﬁlosoﬁsia taustoja
Tarskin motivaatiosta totuuden määrittämiselle on kirjoitettu runsaasti. R. L.
Vaught:n Model Theory Before 194512 on mahdollisesti ensimmäinen artik-
keli joka sivuaa tätä aihetta. Sen mukaan Tarski paneutui metamatematiik-
kaan todenteolla seminaarissa, jota hän piti 1926-1928. Tämän seminaarin ai-
kana hän tuli tyytymättömäksi totuuskäsitteen käyttöön metamatematiikassa.
Vaught kirjoittaa:
Tarski appears to have been unhappy about various results ob-
tained during the seminar because he felt that he did not have a
precise way of stating them [. . . ] However, in short time he had
obtained that precision. In fact, Tarski had become dissatisﬁed
with the notion of truth as it was being used [. . . ] [I]t had been
even possible to go even as far as the completeness theorem by
treating truth (concsciously or unconsciously) essentially as an
undeﬁned notionone with many obvious properties [. . . ] [T]his
meant that the theory of models (and hence much of metalogic)
11. [Tarski 1935, 267].
12. [Vaught 1974].
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was indeed not part of mathematics. It seems clear that this who-
le state of aﬀairs was bound to cause a lack of sure-footedness in
metalogic.13
Raatikainen14 jakaa tämän näkemyksen Tarskin määritelmän tarpeellisuudesta,
kun Feferman puolestaan esittää tämän huolen olleen ylimitoitettua. Metama-
tematiikkaa osattiin tehdä ihan hyvin ilman Tarskin määritelmää. Feferman
antaa Tarskista huomattavan vähemmän sankarillisen kuvan tässä suhteessa:
[I]n the view of manyTarski's deﬁnition of the truth is one of
the most important cases of conceptual analysis in the twentieth
century logic. [Alaviite: Tarski himself thought that his two most
important contributions to logic were the decision procedure for
the elementary theory of real numbers and his deﬁnition of truth.]
Namely, how important is it? I have been told by more than one
colleague (no names, please) over the years that Tarski was merely
belaboring the obvious. I have to agree that there is some justice
to this criticism, at least if we're thinking about the notions of
satisfaction and truth in a structureafter all, the deﬁnitions are
practically forced on us.15
Feferman kuitenkin myöntää, että Tarskin eksplikaatio, ja varsinkin malliteo-
reettinen totuusmääritelmä, on ollut merkittävä semantiikan kehityksen kan-
nalta.
Fefermanin mukaan Tarskilla oli kaksi osittain ristiriitaista näkökantaa, jot-
ka aiheuttivat sen, miksi hän määritti totuuden juuri tietyllä tavalla Wahreits-
begriﬀ -artikkelissa. Ensinnäkin Tarski oli matemaatikko, ja saanut erittäin laa-
jan koulutuksen joukko-oppiin ja topologiaan. Teknisesti hänen totuusmääritel-
mänsä formalisoiduille kielille on täysin matemaattinen siinä mielessä, että se
esitetään joukko-opillisesti.16
Fefermanin mukaan Tarski oli huolissaan siitä, että metamatematiikkaa ei otet-
tu tosissaan matemaatikkojen keskuudessa paradokseista johtuen. Tarski osoit-
ti jo artikkelissa Sur les ensembles déﬁnissiables de nombres réels17 , että
13. [Vaught 1974]
14. [Raatikainen (tulossa b)]
15. [Feferman 2004].
16. Tarski käytti joukko-opin kanssa rinnakkain yksinkertaisten tyyppien teoriaa. Se on tulkit-
tavissa Zermelon joukko-opissa, ja siinä mielessä se on joukko-opillinen.
17. [Tarski 1931]
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määriteltävyys voidaan määritellä toteutumisen käsitteen avulla  joka puo-
lestaan oli määriteltävissä matemaattisin menetelmin. Kyseisessä artikkelissa
myös viitataan ensimmäisen kerran totuuden määrittelemiseen toteutumisen
avulla. Määriteltävyyden käsitteeseen liittyy Richardin ja Berryn paradoksi, ja
totuuteen valehtelijan paradoksi. Tarski osoitti eksplisiittisesti miten määritel-
tävyys on lisäksi palautettavissa matematiikan sisään, ilman kiertotietä meta-
matematiikan puolelle. Fefermanin mukaan tämä huoli oli Tarskin psykologinen
motivaatio.
Toiseksi Tarkski oli ﬁlosoﬁ. Yksi hänen opettajistaan ﬁlosoﬁassa oli Tadeusz
Kotarbi«ski, jonka käsitykset totuudesta ja ontologiasta vaikuttivat Tarskiin
suuresti. Niiniluoto esittää erittäin ansiokkaan analyysin Kotarbi«skin ﬁlosoﬁan
vaikutuksesta Tarskiin. Kotarbi«skin reismi on ontologinen oppi, jonka mukaan
ei ole olemassa mitään abstrakteja olioita, kuten selviää hänen kirjastaan Gno-
siology18. Erityisen tärkeää tässä yhteydessä on Kotarbi«skin kielto sellaisia
entiteettejä, kuin faktat, asiain tilat, ominaisuudet ja joukot. Tämä kielto aset-
taa hänet voimakkaaseen vastakkain asetteluun mm. Russelin ja Wittgensteinin
totuuskäsityksen kanssa.
Vaught viittaa Tarskin olleen tyytymätön Wittgensteinin totuusanalyyseihin.
Tarkalleen ottaen en tiedä, mistä tässä tyytymättömyydessä on ollut kysymys,
mutta tuntuisi luonnolliselta ajatella sen liittyvän reismin vaikutukseen Tarskin
ajattelussa.19
Tarskin matemaattinen tausta kuitenkin aiheutti sen, että hän Kotarbi«skista
poiketen salli ontologiaan joukot ja luokat.20 Niiniluoto esittää erittäin kau-
niin konstruktion siitä, kuinka tämä joukkojen salliminen tekee Kotarbi«skin
totuusanalyysistä toimivan totuusmääritelmän. Kotarbi«ski sai totuuden mää-
riteltyä tapauksessa A on B, jossa A on yksilötermi ja B on yleinen termi,
jonka distribuutio on rajallinen ja muuttumaton, toisin sanoen lista olioista:
b1, b2, . . . , bn. Nyt A on B on tosi, jos ja vain jos jollain 0 < i ≤ n A on bi.
Samanlainen analyysi ei kuitenkaan onnistu, mikäli B:tä ei voi selittää listan
avulla.
Niiniluodon mukaan Tarskin totuusmääritelmä on nähtävissä ennen kaikkea tä-
män nominalistisen totuusmääritelmän laajentamisena toimivaksi pienimmällä
18. [Kotarbi«ski 1966, 426]
19. [Vaught 1974].
20. On syytä kuitenkin huomioida, että Kotarbibnski oli erittäin herkkä matematiikan ﬁlosoﬁan
ongelmille: [Kotarbi«ski 1966, 315-323].
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määrällä ontologisia lisäsitoumuksia. Matemaattinen metodi mahdollistaa pre-
dikaattien alojen olevan äärettömiä ja meille tuntemattomia.21
Fefermanin mukaan Tarskin Wahrheitsbegriﬀ oli kirjoitettu ennen kaikke ﬁlo-
soﬁselle yleisölle. Tarskin tarkoituksena oli Fefermanin mielestä esittää, mis-
tä semanttiset paradoksit johtuvat: luonnollisen kielen universaalisuudesta ja
totuuspredikaatin määrittelemisestä kielen itsensä sisällä. Lisäksi voisi sanoa
Tarskin olleen halukas levittämään ﬁlosoﬁen keskuuteen tietoisuutta metamate-
maattisista metodeista. Hän halusi myydä semanttista näkemystä. Voidakseen
osoittaa varmasti, että mitään paradoksia ei voi syntyä hänen määritelmistään,
hän julisti määrittelevänsä semanttiset käsitteet pelkästään fysikalististen, ma-
temaattisten ja loogisten käsitteiden avulla.22
Wole«ski käsittelee itävaltalais-puolalaista traditiota, johon Tarski kuului, ar-
tikkelissa Theories of Truth in Austrian Philosophy. Hän antaa hyvän kuvan
niistä ﬁlosoﬁsista vaikuttimista, joita Tarskilla oli. Wole«ski kirjoittaa:
Kotarbi«ski's remarks on the concept of truth in Gnosiology are
a summary of the pre-Tarskian understanding of this concept in
Poland [. . . ] According to the Poles: (a) the classical formula is
in principle correct, but the adequatio formula is unclear and re-
quires an interpretation; (b) the deﬁnition of truth is independent
of truth-criteria [. . . ]; (c) truth is absolute; (d) the absoluteness
of truth is connected with bivalence and the rules of contradiction
and excluded middle [. . . ]; (d) sentences are the proper bearers
of truth [. . . ] In general, although Polish philosophers did not use
the distinction between the weak and the strong concepts of cor-
respondence, they tend to take the former as the proper basis for
satisfactory interpretation of adequatio formula.23
Field on esittänyt Tarskin tärkeimpänä motivaationa fysikalismin, jota Wienin
piirissä kannatettiin yleisesti.24 Künne on kuitenkin kiistänyt tulkinnan, sillä
Tarskilla on vain yksi selkeä viittaus fysikalistisiin pyrkimyksiin esitelmässä,25
joka on pidetty enimmäkseen Wienin piirille sympaattiselle yleisölle. Lisäksi,




24. [Field 1972]. [Kirkham 1992, 141] myös jakaa tämän mielipiteen.
25. Kyseinen viittaus löytyy [Tarski 1936]
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kanssa, sillä sen mukaan kaikki tiede on tehtävissä yhden universaalikielen puit-
teissa.26
2.1.1 Suhteellinen ja absoluuttinen totuus
Totuuden suhteellisuus voidaan ymmärtää monella tavalla. Ensinnäkin se voi-
daan nähdä näkemyksenä, että totuus on henkilöstä riippuvaa, se mikä on mi-
nulle totta ei ole sinulle totta. Toiseksi se voidaan nähdä siten, että totuus
on kielestä riippuvaa, sama lause on toisessa kielessä tosi ja toisessa epätosi.
Kolmanneksi lauseen totuus näyttäisi voivan muuttua ajan myötä tai riippuen
siitä, kuka sitä käyttää. Suhteellisuus on myös yksi tärkeimmistä syistä siihen,
että lauseita arvostellaan totuuden kantajina.27
Absoluuttisuus ankarimmassa mielessä tarkoittaa sitä, että totuudet ovat ai-
na olleet tosia ja tulevat aina olemaan tosia ja epätotuudet samoin, aina ja
iänkaikkisesti. Absoluuttisuus voidaan myös samastaa klassisen logiikan biva-
lenssin, kolmannen poissuljetun lain ja ristiriidan lain kanssa.28
1930-luvulla Tarskin vaatimukset totuusmääritelmän kohteena olevan kielen
suhteen olivat sellaiset, että kielen merkkien merkitykset eivät voi varioida.
Tämä on jyrkässä ristiriidassa malliteorian kanssa, jossa formaalikielissä on aina
symboleita, joiden tulkinta on riippuvainen niin sanotuista tulkintafunktioista.
Tarski näytti olevan sitä mieltä, että totuudesta voidaan puhua vain, jos se on
vakio. Lauseen totuusarvo ei voi muuttua. Tämä kuitenkin näyttäisi olevan ris-
tiriidassa luonnollisen kielen käytön kanssa. Tarskin malliteoreettinen totuus-
määritelmä näyttäisi kuitenkin olevan lähempänä luonnollisen kielen tapausta.
Hodges kirjoittaa:
The right way to think of the model-theoretic deﬁnition is that we
have sentences whose truth value varies according to the situation
where they are used.29
Wahrheitsbegriﬃn totuusmääritelmä on varsin jäykkä. Siinä tutkittaviksi va-
litut kielet ovat aivan tietynlaisia. Deduktiivisen teorian ja kielen, jossa se il-
maistaan, suhde ei ole yksioikoinen. Tämä aiheuttaa hankaluuksia kaikille, jotka
26. [Künne 2003, 191].





yrittävät saada selkoa Tarskin 30-luvun kirjoituksista. Tarskille teoria ja kieli
kulkivat yhdessä. Hän ajatteli formalisoidun kielen olevan aina merkitykselli-
nen, toisin sanoen merkityksellisesti käännettävissä luonnolliseen kieleen. Tars-
ki ilmaisee asenteensa itse niin ponnekkaasti, että on parempi lainata häntä
suoraan:
It remains perhaps to add that we are not interested here in `for-
mal' languages and sciences in one special sense of the word `for-
mal', namely sciences to the signs and expressions of which no
meaning is attached. For such sciences the problem here discussed
has no relevance, it is not even meaningful. We shall always as-
cribe quite concrete and, for us, intelligible meanings to the signs
which occur in the languages we shall consider. [alaviite jätetty
pois] The expressions which we call sentences still remain sen-
tences after the signs which occur in them have been translated
into colloquial language. The sentences which are distinguished
as axioms seem to us to be materially true, and in choosing rules
of inference we are always guided by principle that when such
rules are applied to true sentences the sentences obtained by their
use should also be true.[alaviite: Finally , the deﬁnitions are so
constructed that they elucidate or determine the meaning of the
signs which are introduced into the language by means of primi-
tive signs or signs previously deﬁned[. . . ]]30
Eräs heuristinen luokittelu teorioille31 antaa meille sillan Tarskin käsityksen ja
nykyisen malliteoreettisemman ymmärryksen välillä. Teoria voidaan ymmärtää
joko yrityksenä ilmaista jonkin tieteen, kuten aritmetiikan, totuudet tai se voi-
daan ymmärtää vain jonkin lausejoukon seurauksien joukkona, ilman sitoumus-
ta totuuteen. Jälkimmäiset teoriat voidaan tulkita vapaasti, eikä millään niiden
tulkinnoilla ole ensisijaisuutta. Ensimmäisen ryhmän teorioilla on jokin tarkoi-
tettu tulkinta. Peanon aritmetiikka on tarkoitettu olemaan teoria luonnollisista
luvuista  mitä ikinä ne sitten ovatkaan.
Yhtenä selityksenä sille, miksi Tarski ei ottanut totuusmääritelmässä huomioon
malliteorian tarpeita, on Fefermanin mukaan se, että Tarski oli osittain sitou-
30. [Tarski 1935, 166].
31. [Corcoran et al. 1974] antavat tästä heuristisesta huomiosta kunnian (ilman viittausta tar-
kemmin lähteeseen) N. Bourbakille. Hän tuskin loukkaantuu siitä, että en ole etsinyt hänen
teoksistaan tarkalleen sitä kohtaa, missä tämä luokittelu on annettu.
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tunut fregeläiseen käsitykseen logiikasta universaalikielenä.32 Fregen ja Russe-
lin universalismi merkitsi sitä, että logiikka on universaalikieli, jolla on sidottu
tulkinta. Jokaisella lauseella on merkitys. Jos lisäksi oletetaan logisismi (kuten
Feferman argumentoi Tarskin kannattaneen) eli oletetaan kaikkien formaalien
teorioiden olevan matemaattisia teorioita ja kaiken matemaattisen olevan mää-
riteltävissä logiikan sisällä, saadaan lopputulokseksi kaikkien formalisoitujen
kielien olevan tulkittuja kieliä.33
Niiniluoto esittää, että Wahrheitsbegriﬃn ja malliteorian näkemykset eivät
ole niin kaukana toisistaan, kuin voisi luulla. Malliteoriassa liitetään joukko-
opillinen rakenteen M alkiot tulkitsemattoman kielen L ilmaisuihin merkityk-
sinä tulkintafunktion I avulla. Malli on pari < M, I >. Nyt voitaisiin ajatella,
että tulkittu kieli olisi pari < L, I >. Tällöin Tarskin 1930-luvun määritelmä
olisi nähtävissä malliteoreettisen määritelmän rinnakkaismuotona.34
Tähän kuitenkin liittyy ongelmallisuus, jota käsitelee mm. Raatikainen35. Tul-
kintafunktio on semanttinen käsite ja Tarskin ohjelmaan kuului semanttisten
käsitteiden määritteleminen eliminatiivisesti.36
32. [Heijernoort 1967] antaa erittäin hyvän selvityksen tästä aiheesta. Heijenoort vertaa Fregen
käsitystä Boolen ja De Morganin näkemyksiin, joiden mukaan logiikka on kalkyyli, jolle voi-
daan antaa useita tulkintoja. Fregelle käsitys kielestä universaalisena seuraa luonnostaan hänen
käsityksestään, miten predikaattilogiikka todella toimii, ja hänen aksiomaattisesta metodistaan
logiikassa. Lopputuloksena Heijenoortilla on, että nykyaikainen logiikka on terve synteesi näistä
kahdesta näkökulmasta, kun Löwenheimin aloittaman joukko-opillisen lähestymistavan kautta
ollaan päädytty malliteoriaan.
33. [Feferman 2004]. Feferman toteaa vahvimman näytön Tarskin sitoumuksesta Fregeläiseen
käsitykseen logiikasta olevan se, että hän käyttää Lesniewskin semanttisten kategorioiden teo-
riaa, joka on analysoitu yksinkertaisten tyyppien teoriaksi yli äärellisten joukkojen. Hänen
mukaansa Tarskin asenteessa kuitenkin tapahtuu muutos Wahrheitsbegriﬃn saksannoksen jäl-
kisanoissa. Tarski sanoutuu irti semanttisista kategorioista, ja näin ollen myös fregeläisestä
logiikkakäsityksestä.
34. [Niiniluoto 2004]. Tätä näkemystä tukee myös [Hodges 2006], joka toteaa Tarskin käyttä-
neen suuren vaivan soveltaakseen 30-luvun jäykkää määritelmäänsä malliteoreettisiin tarpeisiin.
35. [Raatikainen (tulossa b)]
36. Tällä totuuden matematisoinnilla on kuitenkin se seuraus, että Tarskin totuusmääritelmä
Wahrheitsbegriﬃssä ei ole substantiaalinen, ainakaan tiukassa mielessä. Ratkaisuna Raatikai-
nen tarjoaa luopumista semanttisten käsitteiden eliminoinnista primitiividenotaation kohdalla.
Tällöin totuusteoria olisi substantiaalinen, jos primitiividenotaation teoria on substantiaalinen.
Hänen ehdotuksensa perustuu aksiomatisointiin niin sanotuilla A- ja D-lauseilla. D-lauseiseet
saadaan skeemasta:
∀x(DL(paq, x)↔ x = A), (2.9)
jossa a on nimi objektikielessä ja A on nimi, tai määrätty kuvaus metakielessä, joka merkit-
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Tärkeä ero Wahrheitsbegriﬃn ja malliteoreettisen määritelmän välillä on, että
ensimmäisessä oletetaan objektikielen ensimmäisen kertaluvun muuttujien va-
rioivan yli kaikkien yksilöiden, toisen kertaluvun muuttujien kaikkien yksilöis-
tä koostuvien luokkien yli jne. Malliteoriassa tulkinnan kohteena olevan kielen
muuttujien alat ovat aina rajoitettu mallin universumiin. Koska nykyisin for-
malisoidut kielet ymmärretään myös sellaisina, joiden muuttujien alat ovat ra-
joitetumpia kuin mitä 1930-luvun Puolassa ajateltiin, seuraan malliteoreettista
lähestymistapaa tässä suhteessa.37
Ymmärrettävän Tarskin lähestymistavasta tekee myös se huomio, että jos to-
tuus olisi selitettävä joukko-opin avulla, on sen alan oltava hyvin määritelty. Ei
saa olla sellaisia olioita, jotka sekä kuuluvat että eivät kuulu totuuden alaan.
Tämä on syy siihen, että Tarski suhteellisti totuuden kuhunkin formalisoituun
kieleen erikseen:
The extension of the concept to be deﬁned depends in an essential
way on the particular language under consideration. The same
expression can, in one language, be a true statement, in another
a false one or a meaningless expression. There will be no question
at all here of giving a single general deﬁnition of the term. The
problem which interests us will be split into a series of separate
problems each relating to a single language.38
Kun tämä huomio yhdistetään aikaisemmin mainittuun vaatimukseen siitä, että
kielet ovat tulkittuja, voidaan hyvällä omalla tunnolla sanoa Tarskin kannatta-
see samaa oliota kuin, empiirisen tiedon nojalla, a merkitsee. A-lauseiseet saadaan puolestaan
skeemasta:
∀x(AL(pPq, x)↔ Φ(x)), (2.10)
joissa P on predikaatin nimi objektikielessä, ja Φ on avoin kaava metakielessä, jonka ala on
sama kuin, empiirisen tiedon nojalla, on P :llä. Samaa ideaa jatketaan kaikille merkeille, jotka
esiintyvät objektikielen aakkostossa. Nyt voidaan aksiomatisoida kielen tulkinta, ja määrittää
totuus toteutumisen kautta, käyttämällä kaikkia A- ja D-lauseita.[Raatikainen (tulossa c)].
Mielenkiintoista on se, että kun nyt katsotaan, minkälaiset aksioomat tarvittiin primitiivideno-
taation hallintaan, on välittömästi selvää, että tarkoitetun tulkinnan tulkintafunktion on toteu-
tettava ne. Seuraavaksi, jos otetaan A ja Φ metakielen aakkostosta, saadaan tilanne, missä D- ja
A-lauseista muodostuva aksiomatisointi on aksiomatisointi, joka toteutuu tulkitsemalla DL ja
AL tulkintafunktion osafunktioiksi. Malliteoria on yksi mahdollinen tulkinta aksiomaattiselle
primitiividenotaation teorialle.
37. Tarskin määritelmä korrektille lauseelle alkiojoukossa on myönnytys rajoitetun mallin
suuntaan. [Tarski 1935, 199-208].
38. [Tarski 1935, 153].
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neen jo 1930-luvulla totuuden relativisointia tulkintaan. Mutta kuten tiedetään,
Tarski oli tarkka sen suhteen, että kutsui suhteellista totuuspredikaattia tosi
kielessä L, jolloin kyseinen predikaatti on absoluuttinen suhteessa kieleen L,
kunhan L on määritelty niin, että sen tulkinta ei voi muuttua.
Tästä on kuitenkin vain lyhyt matka muihin relativisoituihin totuuksiin. Tosi
mallissa M on ihan yhtä absoluuttinen kuin tosi kielessä L, saatikaan sitten
tosi henkilön x sanomana hetkellä t. Ehkä tämä relativisointi on vain silmän-
lumetta, ja kukin relatiivinen predikaatti pitäisi korvata absoluuttisella, siten
että siirretään relatisaatio itse totuuden kantajaan. Sanoa  `malli M toteuttaa
kaavan φ' on tosi, ennemmin kuin φ on tosi mallissa M.
Nämä kaikki relativisoinnit ovat absoluuttisia siinä mielessä, että ne, mikäli
tulkinnan käsite on hyvin määritelty, antavat yksikäsitteisen ekstension. Se ei
relativisoidu enää enempää vaikkapa kunkin ihmisen suhteen, olettaen että mer-
kitykset ovat ongelmattomia. Kuten muistetaan, suurin syy vastustaa lauseita
totuuden kantajina oli se, että niiden totuusarvot näyttivät olevan vaihtele-
via, ja näin ollen totuutta ei voi selvästi määritellä lauseille. Siksi lauseet pi-
ti tulkita uudelleen, niiden merkityksiksi, ja asettaa merkitykset tosiksi, sillä
merkitykset ovat muuttumattomia ja siten aina tosia tai epätosia. Tarskin rat-
kaisu antaa meille relativisoinnin avulla keinon määritellä absoluuttinen käsite
totuus-kielessä-L, tai tosi-tulkinnalla-I.
Wole«ski on aiheesta samaa mieltä. Hän kirjoittaa:
In fact, one can ask: is relativization to language and models con-
sistent with the view that truth is absolute? As Kokoszy«ska
showed [. . . ], this relativization does not lead to genuine rela-
tivism.39
Wole«skin mukaan Maria Kokoszy«ska esitti erottelun aidolle ja epäaidolle rela-
tivismille formaalissa analyysissään Twardowskin totuuden absoluuttisuus tee-
sistä. Edellä mainitussa artikkelissa Wole«ski selvittää tämän seuraavasti:
39. [Wole«ski 1999]. Valitettavasti Wole«ski jatkaa vertaamalla Twardowskin erottelua lause-
propositio Tarskin erotteluun avoin kaava-lause. Tarskin formalisoitujen kielten lauseet vas-
taavat erittäin hyvin Twardowskilaista käsitystä propositiosta, ainakin Wole«skin artikkelin
mukaan, silloin kun Tarskin lauseet ymmärretään tulkitun kielen lauseiksi. Mutta avoimen kaa-
van toteutuminen tulkintajonolla ei ole kuitenkaan samastettavissa siihen, että Twardowskin
lause sattuu ilmaisemaan toden proposition. Avoin kaava ei ole lause  se on ennemmin tulkit-
tavissa predikaattina tai relaationa. Paremminkin tulkitsematon malliteoreettisen kielen lause
vastaa Twardowskilaista lausetta.
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She distinguishes two interpretations of relativism. The ﬁrst con-
sists in a relativization of truth to possible circumstances (mod-
els); this strategy leads to a non-genuine relativism in the theory
of truth. Genuine relativism appears when one claims: A is a rel-
ative truth if and only if there are situations S and T such that
A is true with respect to S and not-A is true with the respect to
T . This shows that the relativization of truth to models does not
entail genuine relativism, because this view requires that truth-
bearers change truth-values in the same models.40
Edellisen perusteella voidaan sanoa, että Tarskin totuusmääritelmät, niin 1930-
luvun kuin malliteoreettinen, ovat absoluuttisia, kunhan hyväksytään tiettyjä
lievennyksiä tiukimpiin vaatimuksiin absoluuttisuuden suhteen.
Tarskin totuusmääritelmä on absoluuttinen siinäkin mielessä, että jos olete-
taan saman metateorian määrittävän kahdelle kielelle L1 ja L2 totuuspredikaa-
tit Tr1 ja Tr2, niin jos L1 lause φ merkitsee samaa kuin L2 lause ψ (eli molem-
pien käännös metakieleen on sama metakielen lause), niin pätee, että φ kuuluu
Tr1:n alaan, jos ja vain jos ψ kuuluu Tr2:n alaan. Tarskilaiset totuusmääri-
telmät ovat siis absoluuttisia merkitysten suhteen! Näin ollen se ei ole kovin
kaukana propositionaalisesta määritelmästä totuudelle (varsinkin jos proposi-
tiot ymmärretään merkitysekvivalenssiluokkina). Lisäksi, kuten Tarski osoitti,
määritellyt predikaatit noudattavat todistettavasti klassisen logiikan totuuden
bivalenssia, kolmannen poissuljetun lakia ja ristiriidan lakia (olettaen, että me-
tateoria sisältää predikaattilogiikan). Näin ollen myös tämä absoluuttisuuden
piirre on tavoitettu.41
Hodges on siis tavallaan oikeassa  lauseiden totuusarvot vaihtelevat, jos lau-
seella ymmärretään samanmuotoisten suljettujen kaavojen ekvivalenssiluokkaa
eri tulkituissa kielissä. Kuitenkin, jos lauseella tarkoitetaan suljettua kaavaa,
varustettuna tietyllä tulkinnalla, niin sen totuusarvo ei tavallisessa malliteorias-
sa voi varioida.
Tarskilaiset suhteutetut totuuspredikaatit ovat määriteltävissä ja ne ovat, lie-
40. [ed. viite].
41. Absoluuttisuus kuitenkin katoaa, jos sallitaan dynaamiset mallit tai jollakin tavalla epäs-
tandardi relaatio tulkintafunktion sijaan. Dynaamisessa mallissa väite voi olla tosi tietyssä mal-
lin vaiheessa, mutta epätosi toisessa vaiheessa. Tällaiseen malliin voidaan kuitenkin soveltaa
Bolzanon analyysiä, ja otetaan väitelauseiksi vain sellaiset, joissa aika-indeksi on kiinnitetty.
Toinen vaihtoehto olisi kieltää tällaiset mallit.
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vennetyssä mielessä, absoluuttisia. Ongelmallista on tietenkin se, että meillä on
nyt kohtuuton määrä totuuspredikaatteja. Onkin siksi tärkeää kysyä, kumpi on
pienempi hinta  ontologian rikastaminen propositioilla tms. vai ääretön mää-
rä relatiivisia totuuspredikaatteja? Vai onko parempi luopua totuudesta koko-
naan, ja hyväksyä deﬂationistinen teesi siitä, että totuus on vain väline ilmaista
äärettömiä konjunktioita ja disjunktioita?
2.1.2 Alustavia määritelmiä
Tarskin totuusmääritelmä pyrkii antamaan totuusmääritelmän kielille, joissa
ilmaistaan jokin teoria, siten että tämä saa tarkoitetun merkityksensä. Seuraa-
villa määritelmillä yritän selventää erinäisiä tarvittuja käsitteitä. Määritelmät
ovat osittain samanlaisia kuin yleensä matemaattisen logiikan ja malliteorian
oppikirjoissa annetaan, mutta ne myös eroavat niistä siinä, että pyrkimykse-
ni on määrittää kielet ja deduktiiviset systeemit tavalla, joka selventää Tarskin
käsitystä tieteellisestä semantiikastaWahrheitsbegriﬀ -artikkelissa ja mahdollis-
tavat suhteellisen autenttisen tarskilaisen totuusmääritelmän antamisen.42
Tämän tutkielman tutkimuskohteena ovat kielellisten ilmaisujen kokoelmat. Il-
maisu on jono merkkejä, jossa sama merkki voi esiintyä useammassa kuin yh-
dessä paikassa. Jatkossa kielellä tarkoitetaan ilmaisujoukkoa, joka on määritelty
tiettyjen syntaktisten sääntöjen avulla43 ja jonka jäsenten merkitykset ovat si-
dottuja.44 Tämä kielikäsitys on siis jokseenkin erilainen, kuin käsitys kielestä
inhimillisen kommunikaation välineenä.
Miten voimme oikeuttaa puheen kielestä joukkona ilmaisuja? Eivätkö ilmaisut
ole aina jonkun ilmaisuja? Ihmiset ovat rajallisia ja aika on rajallista. Kukaan
ei voi ilmaista kaikkea, mikä olisi ilmaistavissa. Oikeutus tulee siitä, että en-
sinnäkin, tämän tutkielman kannalta, kielet koostuvat ilmaisuista abstraktissa
mielessä, ilmaisutyypeistä eli -muodoista, ja toiseksi siitä, että jokainen kielelli-
nen muoto on koodattavissa systemaattisesti luonnollisille luvuille. Voidaan jo-
pa osoittaa, että aritmetiikka ja syntaksin teoria ovat tulkittavissa toisissaan.45
42. Määritelmät vertautuvat sisällöltään niihin, jotka esiintyvät Tarskin artikkeleissa
[Tarski 1930a], [Tarski 1930b], [Tarski 1931], [Tarski 1935], [Tarski 193536] [Tarski 1936].
Muodoltaan ne ovat kuitenkin lähempänä [Väänänen 1987] tai [Hodges 1997] esiintyviä.
43. Lisäksi voidaan myös hyväksyä sääntöjä kielen laajentamiseen elimanatiivisilla määritel-
millä.
44. Useimmiten merkkijonojoukkoja kutsutaan kieliksi, jolloin näiden merkkijonojen merki-
tysten annetaan varioida. Kutsun tällaisia merkkijonojen kokoelmia syntaktisiksi rakenteiksi.
45. [Corcoran et al. 1974].
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Näin ollen, voimme puhua luonnollisten lukujen äärettömistä joukoista, jos ja
vain jos voimme puhua kielellisten muotojen numeroituvasti äärettömistä jou-
koista.
Ääretön joukko ilmaisuja koostuu abstrakteista olioista. Sen yhteys todellisiin
ilmaisuihin (tyypin esiintymiin) on siinä, että on ajateltavissa, että tyyppiä kuin
tyyppiä kohden sen esiintymä olisi ilmaistavissa, edes teoreettisesti. Esiintymien
joukko on näin ollen potentiaalisesti ääretön. Suhde on analoginen lukujen ja
numeraalien suhteelle. Jatkossa käytän lyhyesti ilmaisu sanaa nimeämään vain
ilmaisutyyppejä, ja ilmaisun esiintymiä kutsun esiintymiksi. Kielistä käytetään
muuttujia L1, L2, jne.
Ilmaisut jakaantuvat merkityksellisiin46 ja merkityksettömiin. Merkityksellisis-
tä ilmaisuista tärkeimmät ovat lauseet. Jatkossa keskitytään kieliin, joille voi-
daan antaa lauseiden joukko syntaktisen määritelmän avulla.47 Mikäli lisäksi
kielelle pätee, että kuhunkin lauseeseen liittyy vain yksi merkitys, kutsun kiel-
tä formaaliksi.
Mitä tahansa kielen lauseiden joukon osajoukkoa kutsutaan teoriaksi. On erit-
täin tärkeä kysymys, onko jokin teoria määriteltävissä äärellisin keinoin. Täs-
tä syystä, useimmiten, äärettömät teoriat annetaan aksioomina, skeemoina ja
päättelysääntöinä, joilla loput lauseet ovat potentiaalisesti johdettavissa. Täl-
laista teoriaa (mikäli sen päättelysäännöt ovat totuuden säilyttäviä) kutsutaan
aksiomaattiseksi.48
Kaksi kieltä ovat syntaktisesti identtiset, mikäli niillä on sama ilmaisumuotojen
joukko, välittämättä mitä ilmaisut kummassakin kielessä merkitsevät. Kieli L1
46. On luonnollista ajatella, että ilmaisun esiintymällä voi olla merkitys, kun se välittyy kieltä
ymmärtävälle henkilölle, mutta miten sen muodolla voi olla merkitys. Tämä on ehkä ymmärret-
tävä potentiaalisuuden avulla: ilmaisun esiintymällä olisi merkitys, jos kieltä ymmärtävä hen-
kilö sitä käyttäisi. Potentiaalisuuteen liittyy tässä yhteydessä kuitenkin muutamia ongelmia.
Miten jollakin ilmaisulla voisi olla merkitys, jos kukaan ei ehtisi sitä elinaikanaan kirjoittamaan
tai lukemaan?
47. Merkitysten teoria jätetään tässä yhteydessä auki. Lauseisiin liittyy tavalla tai toisella mer-
kitykset, joita nykyﬁlosoﬁassa yleensä kutsutaan propositioiksi. Mitä nämä propositiot ovat, ei
ole minulle selvää, enkä sitoudu kantaan, jonka mukaan propositioilla olisi eksistenssi erillään
niitä ilmaisevista lauseista.
48. Koska sinällään nämä määritelmät (sillä ne oletusarvoiseisti ovat syntaktisia) ovat annetta-
vissa myös syntaktisille rakenteille (jotka saadaan kielistä, kun niistä unohdetaan merkitykset,
tai jotka rakennetaan analogisin menetelmin) kutsun myös syntaktisen rakenteen tiettyjä muo-
toja lauseiksi ja näiden lauseiden kokoelmia teorioiksi jne. Otan eron esiin vain, jos on riski
käsitteiden sekaantumisesta.
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on L2:n syntaktinen laajennos, jos ja vain jos jokainen L2:n ilmaisu (merkitys-
tä vaille) on L1:ssa. Kieli L1 on käännettävissä merkitykset säilyttäen L2:n, jos
ja vain jos jokaista L1:n lausetta kohti on olemassa L2:n lause, jolla on sama
merkitys. Mikäli kieli on merkityksellisesti käännettävissä toiselle, kutsun jäl-
kimmäistä ensimmäisen kielen semanttiseksi laajennokseksi. Mikäli kielet ovat
käännettävissä merkitykset säilyttäen toinen toisilleen, kutsutaan niitä semant-
tisesti yhtäpitäviksi. Vastaavasti voidaan määritellään syntaktisesti identtiset
teoriat, jne.
Teorian T kieli on tarkoituksellisen epämääräinen nimitys sille kielelle, jossa T
yleensä ilmaistaan.
Klassisen logiikan mukaan lauseiden joukko jakautuu tosiin ja epätosiin lausei-
siin. Kolmiarvoinen logiikka sallii myös lauseet, jotka eivät kuulu kumpaakaan
luokkaan. Tämän tutkielman ydinkysymys on tulkittavissa nyt seuraavasti: mi-
ten nämä luokat ovat määriteltävissä, jos ne yleensä ovat määriteltävissä?
Teoriaa T sanotaan todeksi, jos ja vain jos kaikille T :n lauseille φ pätee, että
ne kuuluvat T :n kielen tosien lauseiden luokkaan. Jos ei ole muuta mainittu,
tutkittujen teorioiden oletetaan olevan tosia, toisin sanoen: jos annan kielen
ja teorian, niin oletusarvoisesti kieli tulkitaan suopeasti sellaiseksi, että teoria
on siinä tosi. Tässä mielessä aksioomat ja seuraussääännöt voidaan tulkita kie-
len osittaisiksi implisiittisiksi määritelmiksi siinä mielessä, että ne määräävät
luokan kieliä, jossa kyseinen aksiomaattinen teoria on tosi.
Kielisysteemi on pari, joka muodostuu kielestä ja teoriasta. Tämä on ymmär-
rettävä siten, että meille on annettu kieli ja tunnettu joukko totuuksia tässä
kielessä. Jatkossa objektikielet ja metakielet ovat, jos muutoin ei mainita, kie-
lisysteemejä.
2.2 T-ekvivalenssit ja materiaalinen riittävyys
Tarski antoi totuuden määrittämiselle materiaalisen riittävyyden ehdon49, jonka
voisi hahmotella seuraavasti:50
49. [Tarski 1935, 187].
50. Tarski ei ollut ensimmäinen, joka huomasi tämän ehdon totuuden määrittelemiselle. Moore
ja Ramsey ennakoivat konventio T:n muotoiluja. [Künne 2003, 115]. Tarskin voi kuitenkin sanoa
olevan ensimmäinen, joka käytti ehtoa systemaattisesti.
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Määritelmä 1 (Konventio T). Muodollisesti korrekti51 totuusmääritelmä on
materiaalisesti riittävä, jos ja vain jos kaksi seuraavaa ehtoa on voimassa mää-
ritellylle predikaatille TrL:
1. Jokaista objektikielen lausetta A kohden on metateoriasta johdettavissa
muotoa
TrL(pAq)↔ B (2.11)
oleva lause, jossa B on lauseen A käännös metakieleen.
2. ∀x(TrL(x)→ (x on L lause)).
Materiaalinen riittävyys takaa sen, että kaikki lauseet, jotka Tarskin mukaan
selittävät totuuden merkityksen kullekin lauseelle erikseen, tulevat teorian seu-
rauksiksi. Riittävyysehto sisältää monien mielestä Tarskin totuusmääritelmän
ﬁlosoﬁsen puolen, kun taas itse loogistekninen määritelmä on vain logiikkaa.
On kuitenkin tuloksia, jotka osoittavat teknisellä määritelmällä olevan ﬁlosoﬁ-
sia seurauksia, joita käsittelen myöhemmin.
Erityisen ongelmallista konventio T:ssä on se, että se vaatii käännöksen käsi-
tettä: seurauslauseiden on oltava T-ekvivalensseja, joissa vasemmalla mainittu
lause A on bikonditionaalin oikealla puolella käännettynä metakieleen. Mitä
käännös on, on intuitiivisesti selvää: käännös merkitsee samaa kuin käännetty
lause. Ongelma on tämän jälkeen merkityksen käsite. Tarski joutuu meta-meta
tasolla olettamaan merkityksen, jotta pystyy tarkistamaan, toteutuuko konven-
tio T annetulle totuusmääritelmälle.
Totuusmääritelmässä itsessään ei tarvitse merkityksen eikä käännöksen käsit-
teiden esiintyä. Tämä mahdollistaa Tarskille tärkeän pyrkimyksen välttää se-
manttisia käsitteitä, ne eivät esiinny metateoriassa  vaan kaikki ongelmalliset
käsitteet ovat pakattu konventio T:hen. Nyt, kuten Tarski osoitti, on mahdollis-
ta rakentaa metateoria, joka rakentuu (todeksi oletetun) objektiteorian, logiikan
ja matematiikan varaan, ja jossa meta-metatason tarkastelun jälkeen on totuus
määritelty materiaalisesti oikein. Nyt tämä metateoria johtaa ristiriitoihin vain,
jos joko objektiteoria tai matematiikka johtaa ristiriitoihin (tai jos ne ovat yh-
teensopimattomat). Näin ollen metateoria on meta-metatasolla todistettavissa
suhteellisesti ristiriidattomaksi.
51. Muodollinen korrektius tarkoittaa sitä, että määritelmä on tehty formaalin logiikan sääntöjä
noudattaen, eikä johda ristiriitoihin. Tämä myös sisältää oletuksen, ettei totuuspredikaattia
määritellä käyttäen käsitettä, jonka määrittämiseen tarvitaan totuutta.
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Metakielellä, jotta siinä voitaisiin määrittää totuus objektikielelle, täytyy pys-
tyä ilmaisemaan kaikki se, mitä objektikieli kykenee ilmaisemaan, ja vielä enem-
män. Metateorian pitää pystyä määrittämään objektikielen muuttujien alojen
joukot, jotta se pystyy esittämään kvantiﬁoidun lauseen käännöksen.52 Luon-
nollisesti tämä edellyttää, että Dom(L) ⊂ Dom(ML).
Teknisesti ottaen olisi materiaalisesti hyväksyttävä sellainen metateoria, jossa
on jokaista objektikielen lausetta A kohti aksioomana
TrL(pAq)↔ B,
ja TrL metakielen määrittelemättömänä predikaattina. Mutta näin määriteltynä
yleisesti tunnettuja totuuden ominaisuuksia ei pystytä todistamaan, ja siksi
Tarski itse hylkäsi tällaisen aksiomaattisen totuusteorian. Se, että miten aktu-
aalinen materiaalisesti riittävä totuusmääritelmä annetaan, määrää sen kuinka
hyvin tosien lauseiden luokka on käsiteltävissä teorian sisällä. Erilaiset tavat
määrittää sama joukko tuottavat erilaiset ja eritehoiset metodit kyseisen jou-
kon tutkimiseen.
Monet ovat esittäneet, että Tarski oli väärässä sanoessaan, että konventio T on
vain riittävä ehto totuuden määrittelemiselle.53 Tähän liittyen Raatikaisella on
erikoinen looginen huomio: Konventio T:n toteutuminen on riittävä ehto to-
tuuden määrittelemiselle ja välttämätön ehto totuuspredikaatin olemassaololle
metakielessä. Tämä seuraa siitä, että totuus voidaan myös määrittää todistus-
teoreettisesti  heikon määriteltävyyden mielessä. Tarkastellessaan äärellisiä
katkaistun aritmetiikan malleja Raatikainen selvitti, että totuus on mahdollista
määritellä tässä heikossa mielessä tilanteessa, jossa konventio T ei täyty.54
On erittäin tärkeää huomata, että vaikka konventio T ja T-skeema ovat hy-
vin samankaltaiset, ne ovat tyystin eri asiat. T-ekvivalenssien joukolle voidaan
esittää modaalinen vastaväite. Jos kielen ilmaisun merkitys olisi tyystin toinen,
kuin mikä se todellisuudessa on, niin sitä vastaavasta homofonisesta T-lauseesta
voisi tulla epätosi. Eli jos Helsinki tarkoittaisikin Osloa, niin lause,
Helsinki on Suomen pääkaupunki on tosi,
jos ja vain jos Helsinki on Suomen pääkaupunki,
(2.12)
52. Tässä suhteessa poikkean Wahrheitsbegriﬃn lähestymistavasta, sillä Tarski oletti muuttu-
jien alojen olevan suurin mahdollinen kaikilla formalisoiduilla kielillä.
53. Muun muassa [Künne 2003, 185] esittää, että kriteeri on myös välttämätön ehto.
54. [Raatikainen 2000].
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ei olisi enää tosi. Mutta se ei ole enää myöskään T-ekvivalenssi. Näin ollen,
jotta metateoria määrittelisi predikaatin tosi materiaalisesti oikein, on siitä
seurattava nyt:55
Helsinki on Suomen pääkaupunki on tosi,
jos ja vain jos Oslo on Suomen pääkaupunki.
(2.13)
Tästä seuraa konventio T:n modaalinen vahvuus, mikäli merkitykset olisivat
toisin, määritelty predikaatti ei täyttäisi konventiota, eikä se näin ollen olisi
totuuspredikaatti.56
Olennaisinta on, totuusmääritelmän kannalta, että materiaalisen riittävyyden
ehto takaa TrL:n ekstension olevan täsmälleen oikea, mikäli sen määritelmä
kunnioittaa tätä ehtoa.
2.2.1 Totuusmääritelmä ja hyvä totuusmääritelmä
Konventio T sanoo kaikessa yksinkertaisuudessaan, että teoria, josta seuraa jol-
lekin predikkatille kaikki T-ekvivalenssit (ja lisäksi osaa rajoittaa kyseisen pre-
dikaatin vain objektikielen lauseille) on kykenevä määrittämään objektikielen
totuuden. Tämä pitää paikkansa siinä mielessä, että esimerkiksi disquatationa-
listinen laajennos Peanon aritmetiikalle implikoi kaikki T-ekvivalenssit (ne ovat
aksioomia), ja sen voidaan osoittaa sitovan totuuspredikaatin alan Peanon arit-
metiikan kaikkien mallien standardi-osassa.57 Lisäksi se on ristiriidaton, mikäli
Peanon aritmetiikka on ristiriidaton.
Tarski kuitenkin sanoi, että T-ekvivalensseihin perustuva aksiomatisointi58 on
liian heikko, sillä se ei todista totuuteen liittyviä yleistyksiä, kuten kolman-
nen poissuljetun lakia. Se tekee kuitenkin jotain outoa, se todistaa mm. kaikki
kolmannen poissuljetun lain instanssit. Tarski esittää, että tästä teoriasta tu-
lee tyydyttävä vain, jos siinä sallitaan äärettömän induktion sääntö, joka antaa
johtaa kaikista instansseista yleistyksen, ja näin todistaisi vaikkapa kolmannen
55. Olettaen, että muiden ilmaisujen merkitykset eivät ole muuttuneet.
56. [Raatikainen (tulossa c)].
57. [Bays (tulossa)]. PA:n jokaisessa mallissa on alkusegmentti, joka on isomorﬁnen sen tar-
koitetun mallin kanssa. Tätä segmenttiä kutsutaan standardi-osaksi.
58. Tarskin esimerkissä aksiomatisaatiota käytetään laajentamaan yleistä luokkien teoriaa, joka
on Gómez-Torrenten sanojen mukaan versio yksinkertaisten tyyppien teoriasta yli äärellisten
tyyppien [Gómez-Torrente 2004].
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poissuljetun lain.59 Tarski toteaa kyseisen säännön olevan intuitiivisesti hyväk-
syttävä, mutta silti erittäin vahva. Teorian, jossa se sallitaan sääntönä, kaikkien
seurausten luokka on sama kuin totuuksien luokka.60
Edellisen nojalla voi päätellä, ettei Tarskin mielestä pelkkä Konventio T:n to-
teutuminen ollut riittävä ehto sille, että totuusmääritelmä tai teoria olisi hyvä.
Lisätodistusta saa lisäyksestä englanninkieliseen käännökseen:
From the results of these authors [A. Mostowski and H. Wang]
it is seen that in some cases, having succeeded in constructing
an adequate deﬁnition of truth for a theory T in its metatheory,
we may still be unable to show that all the provable sentences
of T are true in the sense of this deﬁnition, and hence we may
also be unable to carry out the consistency proof for T inM . This
phenomenon can roughly be explained as follows: in the proof that
all provable sentences of T are true a certain form of mathematical
induction is essentially involved, and the formalism of M may
be insuﬃciently powerful to secure the validity of this inductive
argument. Hence a certain clariﬁcation of the assumptions [. . . ]
concerning foundations of the metatheory may be desirable. In
particular the phrase `from any suﬃciently developed system of
mathematical logic' [. . . ] should be understood in a way wich
does not deprive the metatheory of any normally applied modes
of inference.61
Hän siis halusi metateorian olevan riittävän rikas, että se todistaa objektiteorian
heijastusperiaatteen: kaikkien objetktiteorian teoreemojen olisi oltava tosia. Tä-
män lisäksi metateorian olisi todistettava objektiteorian ristiriidattomuus (mikä
on edellisen ehdon välitön seuraus). Nämä kaksi seikkaa eivät seuraa pelkästään
siitä, että määritelmä toteuttaa konventio T:n.
Tarskilla on näin ollen useita reunaehtoja totuusmääritelmälle:
1. Määritelmän on oltava muodollisesti korrekti.
59. Tämä huomio on rinnakkainen Raatikaisen Horwichin minimalismia kohtaan esittämän kri-
tiikin kanssa. Raatikainen kirjoittaa, että Horwich on, saadakseen minimalismin antamaan tar-
vittavat yleistykset, hyväksynyt implisiittisesti ω-säännön. [Raatikainen 2005]. Se mitä Tarski
kutsuu äärettömäksi induktioksi on sama asia kuin ω-sääntö.
60. [Tarski 1935, 256-261]. Ongelmallista tällaisessa tilanteessa on se, että Gödel osoitti, ettei
mikään rekursiivinen menetelmä saavuta kaikkia aritmeettisia totuuksia. Näin ollen äärettömän
induktion sääntö ei vastaa mitään aktuaalista päättelyn systeemiä.
61. [Tarski 1935, 237].
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2. Määritelmän on toteutettava konventio T.
3. Määritelmällä varustetun metateorian on todistettava määritellylle pre-
dikaatille yleiset logiikan tuntemat totuuslait, kuten kolmannen poissul-
jetun lain ja ristiriidan lain.
4. Metateorian on todistettava heijastusperiaate objektiteorialle.
5. Metateorian on todistettava objektiteorian ristiriidattomuus.
Kuten edellä totesin, konventio T:n täyttäminen takaa, että määritelty (tai ak-
siomaattisesti annettu) totuuspredikaatti antaa meille oikean ekstension totuu-
delle. Koska konventio ei kuitenkaan riitä takaamaan meille juurikaan mitään
tietoa tuosta alasta (ei edes, että se kunnioittaa kolmannen poissuljetun lakia)
niin sanon, että mikäli metateoria todistaa totuuspredikaatille pykälät 1-3, niin
siinä on klassinen määritelmä objektikielen totuudelle. Jos metateoria todistaa
teorialle T heijastusperiaatteen, niin kutsun siinä olevaa totuusmääritelmää hy-
väksi eli normaaliksi suhteessa teoriaan T .62
Mielenkiintoisen rinnakaisuuden tälle aspektille Tarskin totuuskäsitystä antaa
Heck, joka esittää, että Tarskille oli erittäin tärkeää osoittaa metateorian ris-
tiriidattomuus ja se, että totuusmääritemällisen laajennoksen tekeminen ris-
tiriidattoman teorian päälle ei johda ristiriitaiseen teoriaan. Kun metateoria
rakennetaan objektiteorian aksioomista, joihin lisätään aksioomat, joilla hal-
litaan objektikielen kielioppia, predikaattilogiikan aksioomat ja matemaattiset
aksioomat (erityisesti induktio aksioomat), niin metateorian ei pitäisi johtaa
ristiriitoihin, jollei objektiteoria ole ristiriitainen, matematiikka ole ristiriitai-
nen tai objektiteoria ei ole ristiriidassa logiikan ja matematiikan kanssa.63
Tässä tavallaan syntyy suhteellinen ristiriidattomuustodistus vastakkaiseen suun-
taan, kuin mitä heijastustodistus takaa. Tämä suhteellinen ristiriidattomuusto-
distus on kuitenkin meta-metatasolla, ja on siksi riippuvainen meta-metateorian
ristiriidattomuudesta.




Tieteellinen semantiikka ja totuus
Tässä luvussa pyrin selvittämään Tarskin tieteellistä semantiikkaa ja määritte-
len sen puitteissa tarskilaisen formalisoitujen kielien totuuden käsitteen. Osoi-
tan miten tarskilaisessa systeemissä objektikieli identiﬁoidaan toteutumisen kä-
sitteen avulla. Seuraan samalla, mitä edellytetään metakieleltä ja -teorialta, jot-
ta kukin kohta olisi mahdollinen määrittää sillä.1
Mitä semantiikka on? Kysymykseen on hankala vastata. Semantiikka on kielen
ja maailman välisen suhteen tutkimusta. Miten on mahdollista tutkia kielen
ja maailman välistä suhdetta ja miten on mahdollista tehdä tätä tutkimusta
tieteellisesti? Wittgenstein oli vakuuttunut siitä, että tämä tutkimus on mah-
dotonta kirjoittaessaan Tractatusta, sillä tämä tutkimus olisi tehtävä käyttäen
kieltä. Tällöin itse tutkimusväline olisi tutkimuksen kohteena.
Ratkaisuna witgensteinilaiseen pulmaan voidaan pitää Les«iewskin meta-objek-
tikielierottelua: luonnollisen kielen semanttisia ominaisuuksia voidaan tutkia
formalisoimalla sen osa matemaattisen tutkimuksen kohteeksi. Tämä tapahtuu
määrittelemällä uusi formaali kieli, joka kykenee ilmaisemaan samat asiat kuin
se osa luonnollista kieltä, jota halutaan tutkia.2 Näin meillä on joukko olioita,
1. Erittäin hyvä esimerkki siitä, miten tarskilainen totuusmääritelmä tehdään, löytyy Gaisi
Takeutin loistavasta oppikirjasta Proof Theory [Takeuti 1975].
2. Tämä yleesä merkitsee sitä kielen osaa, joka riittää jonkin tunnetun teorian täydelliseen
ilmaisuun. Formaalisoidussa kielessä ilmaistu teoria saattaa kuitenkin olla laajempi kuin in-
formaali teoria, sillä on mahdollista, että luonnollinen kieli ei ole ääretön samalla tavoin kuin
formalisoitu kieli, tai intuitiivinen teoria ei välttämättä sisällä kaikkia sen vastineen implikaa-
tioita, tai luonnollisella kielellä tehdyt päättelyt eivät seuraa samaa mallia kuin formalisoidut.
Kaikki tämä liittyy läheisesti logiikan syvimpiin ongelmiin ja kysymyksiin. Oletuksena on siis
se, että formalisointi on tehtävissä korrektisti. Mikäli se ei ole mahdollista, tekisi mieli sanoa:
sen pahempi luonnolliselle kielelle. Siitä miten kieliä formalisoidaan, voi lukea mistä tahansa
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joita voidaan analysoida matemaattis-loogisesti. Tällöin tutkittua kieltä ei käy-
tetä tutkimuksen välineenä, vaan tutkimus tehdään joko luonnollisessa kielessä,
tai jossain vahvemmassa formalisoidussa kielessä kuin mitä tutkittu kieli on.3
Tämä lähestymistapa herättää kaksi syytä olla epäileväinen. Ensinnäkin, ku-
ten Wolfgang Künne painokkaasti sanoo, ei ole laisinkaan selvää missä määrin
luonnollinen kieli on formalisoitavissa niillä metodeilla, jotka matemaattinen
logiikka tuntee.4
Toinen kysymys, joka voidaan hyvällä omalla tunnolla kysyä, on: edustavatko
tunnetut formalisoidut kielet, kuten aritmetiikan kieli, mitään luonnollisen kie-
len osaa? Toisin sanoen ei ole laisinkaan varmaa, saavatko formalisoidut kielet
merkityksensä luonnollisesta kielestä, tai ovatko niiden lauseet merkitykselli-
sesti käännettävissä luonnollisen kielen lauseille.
Tieteellistä semantiikkaa voidaan kuitenkin rakentaa kaikille formalisoiduille
kielille, kunhan merkityksen ja käännöksen käsitteet objekti- ja metakielen vä-
lillä ovat tavalla tai toisella tulleet määritellyiksi.
Tietyssä mielessä tieteellinen semantiikka etenee täysin toiseen suuntaan kuin
kielten formalisointi. Tieteellinen semantiikka tutkii formalisoituja kieliä ja pyr-
kii konstruoimaan niille kielille tavan ilmaista kielellisten ilmaisujen merkityk-
set (ja luonnollisen kielen osista formalisoiduille kielille vieläpä ne merkitykset,
jotka ovat niillä luonnollisen kielen osilla, jotka olivat alkuperäisen formalisoin-
nin kohteena). Tieteellinen semantiikka pyrkii luomaan matemaattis-loogisen
metodin määritellä semanttiset käsitteet tavalla, joka vastaa intutioita seman-
tiikan suhteen.
Mitkä käsitteet ovat semanttisia? Määritelmä kaikki käsitteet, jotka liittyvät
kielen ja maailman suhteeseen on jokseenkin epämääräinen.
Semantiikka voidaan jakaa quinelaisittain referenssin eli viittaamisen teoriaan
ja merkityksen teoriaan. Viittaaminen pitää sisällään sellaiset käsitteet kuin ni-
meäminen, aplikoiminen, toteutuminen, määritteleminen ja totuus. Merkityk-
sen teoria pitää sisällään mm. merkityksen, synonymian ja käännöksen käsit-
teet.5
logiikan oppikirjasta, kuten vaikka suomalaisista klassikoista [Salminen ja Väänänen 1992] ja
[Väänänen 1987].
3. [Tarski 1936].
4. [Künne 2003, 202-208].
5. [Künne 2003, 178].
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Kuten edellä olen todennut, Tarski otti merkityksellisyyden annettuna, välit-
tömästi selvänä, ja rakensi totuusteoriansa käännöksen käsitteen varaan, joten
hänelle semantiikka tarkoittaa ennen kaikkkea viittaamisen teoriaa.6
3.1 Objektikieli
Lähdemme siis liikkeelle oletuksesta, että meillä on tutkimuskohteena jokin
ennalta annettu kielisysteemi, syntaktisine sääntöineen, aksiomineen, päätte-
lysääntöineen ja määriteltävyysehtoineen. Nyt lähdemme rakentamaan meta-
kielisysteemiä, jolla voimme tutkia tätä kieltä. Ensiksi meidän pitää määrittää
objektikieli7 metateorian avulla.
Jatkossa käytän suhteellisen yleistä kielisysteemiä L, jossa on ensimmäisen ker-
taluvun formaalinen aksiomaattinen teoria ja jonka päättelysäännöt ovat luon-
nollinen päättely ensimmäisen kertaluvun predikaattilogiikalle ja johon ei ole
sallittua määrittää uusia predikaatteja. Lukijan on helppo nähdä, miten esitys
on tältä pohjalta analogisesti sovellettavissa mille tahansa kielisysteemille.8
3.1.1 Syntaktisen rakenteen määrittäminen
Metakielessä täytyy olla metodi objektikielisten ilmaisujen nimeämiseen. Tarski
antaa tämän metodin aksioomina metateoriassa.9 Ideana on käyttää samanlais-
ta menetelmää, kuin nimettäisiin lause luettelemalla sen kirjoittamiseen tarvit-
tavat kirjaimet, esimerkiksi:
Lause jossa merkit L, u, m, i, väli, o, n, väli, v, a, l, k, o, i, s, t, a,
ja vain ne, esiintyvät annetussa järjestyksessä, ilmaisee, että lumi
on valkoista.
6. [Tarski 1936]. Tarski kutsui viittaamisen teoriaa semantiikaksi kapeassa mielessä. Jatkossa
kutsun viittaamisen teoriaa lyhyesti semantiikaksi.
7. Tarski ei käytä Wahrheitsbegriﬃssä termiä objektikieli, joka on nykyaikana yleisessä käy-
tössä.
8. Erityisen mielenkiintoista on verrata tätä esimerkkiä aksiomaattiseen versioon totuusteo-
riasta Peanon aritmetiikalle luvussa 4.1.1. Tarskin oma esimerkkitapaus on luokkakalkyyli, joka
on yksi tapa tulkita boolen algebraa. [Tarski 1935, 168].
9. Käytännössä Tarskin menetelmä on täsmälleen sama, kuin se miten syntaktinen rakenne
määritellään logiikan oppikirjoissa kuten [Väänänen 1987, 75-82]. Ero syntyy kuitenkin siitä,
että yleensä metateoriaa ei määritellä eksplisiittisesti, aksiomaattisena teoriana. Tämä ei kui-
tenkaan ole mikään moite oppikirjoja kohtaan, sillä niiden pyrkimys on aivan erilainen kuin
Tarskin 1930luvun tieteellisen semantiikan.
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Oletetaan että objektikielen aakkosto on
{a1, . . . , an,P1, . . . ,Pm,R21, . . .R2j2 , . . .Rk1, . . .Rkjk}.
Selkeyden vuoksi käytetään metakielessä eri merkkejä loogisina vakioina, kuin
objektikielessä. Metakielessä käytän logiikan standardimerkistöä, sekä useimmi-
ten käytän metakielisistä ilmauksista niiden vastineita suomenkielisessä mate-
maattis-loogisessa jargonissa. Oletetaan, että objektikielessä käytetään, yksin-
kertaisuuden vuoksi, loogisina vakioina vain negaatioita (∼), konjunktioita (&)
ja eksistenssiä (E). Objektikielen muuttujille käytän niminä v kirjaimia alain-
dekseillä varustettuina ja käytän samoja merkkejä myös objektikielen muuttu-
jina, silloin kun sekaannuksen vaaraa ei ole. Lisäksi objektikielessä käytetään
sulkumerkkejä grammaattisista syistä.10 Metakielen muuttujina käytän merk-
kejä x, y ja z mahdolliseti indeksöityinä tarpeen vaatiessa, ja kaavamuuttujina
kreikkalaisia kirjaimia φ ja ψ.
Oletus on, että aakkoston merkit ovat nimettävissä metakielessä.11. Silloin kun
käytän objektikielen merkin nimeä, lyhennän sen laittamalla objektikielen mer-
kin alakulmasulkuihin (xy).12 Metakielessä on kaksipaikkainen määrittelemätön
predikaatti y.13
Nyt voidaan antaa, Tarskia seuraten, aksioomat, jotka täytyy metakielessä ol-
la, jotta voidaan varmistaa, että objektikielen rakenne tulee oikein määritel-
lyksi metateoriassa. Metateorian on sisällettävä jonkin verran joukko-oppia ja
ensimmäisen kertaluvun predikaattilogiikan teoria, jotta se kykenee näiden ak-
sioomien kanssa määrittämään kielen muoto-opin.14
10. Samat grammaattiset seikat voidaan myös tulkita käyttämällä pelkkää järjestystä. Ks.
[Kneale ja Kneale 1962, 513-524]
11. Merkkien nimet voivat olla primitiivisiä tai määriteltyjä, mutta tietyssä mielessä primitii-
visillä nimillä on tietty intuitiivinen etulyöntiasema. Määritellyt nimet ovat luonnollisia, mikäli
objektikielen merkit muodostuvat, tavalla tai toisella, yksinkertaisemmista osista, kuten kii-
nalaiset kirjoitusmerkit. On tärkeää muistaa, että tämä nimeäminen perustuu stipulointiin,
kuten kaikissa tapauksissa, joissa kielen primitiivisiin symboleihin liitetään jokin olemassa ole-
va merkitys. Malliteoreettinen menetelmä määritellä kieliä teorian tuntemista olioista ja niiden
rakenteista, eroaa tästä siinä, että nyt meillä on olemassa oleva kieli, jolle olemme rakentamassa
metateoriaa. Malliteoriassa meillä on olemassa oleva teoria, jonka sisällä määritellään kieliä.
12. Voidaan myös asettaa objektikielen merkit omiksi nimikseen. Tällöin käytetään samoja
merkkejä kahdessa eri suppositiossa.
13. [Tarski 1935, 172].
14. [Tarski 1935, 172-173]. Joukko-opin sijaan voidaan ottaa myös toisen kertaluvun predikaat-
tilogiikan riittävä fragmentti.
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Aksiooma 3.1. Aakkostoon kuuluvat merkit ovat ilmauksia, kuten myös
merkit x∼y, x&y, xEy, x(y ja x)y. Mitkään kaksi edellä mainituista eivät
ole keskenään identtisiä.
Aksiooma 3.2. vk on ilmaisu, jos ja vain jos k on luonnollinen luku, ja
suurempi kuin nolla. vk on eri ilmaisu kuin mikään aksioomassa 3.1 mai-
nitut ilmaisut. Jos k 6= j, niin vk on eri ilmaisu kuin vj.
Aksiooma 3.3. x y y on ilmaisu, jos ja vain jos x ja y ovat ilmaisuja.
Ilmaisu xy y on eri ilmaisu kuin kaikki aksioomissa 3.1 ja 3.2 mainitut.
Aksiooma 3.4. Jos x1, y1, x2 ja y2 ovat ilmaisuja, niin pätee että x1 y
y1 = x2 y y2, jos ja vain jos yksi seuraavista ehdoista toteutuu: (1) x1 = x2
ja y1 = y2; (2) on olemassa ilmaisu z jolle pätee, että x1 = x2 y z ja
y2 = z y y1; (3) on olemassa ilmaisu z jolle pätee, että x2 = x1 y z ja
y1 = z y y2.
Aksiooma 3.5 (Induktio). Olkoon X luokka joka toteuttaa seuraavat ehdot:
(1) aakkoston merkit kuuluvat X:ään; (2) jos k on luonnollinen luku ja
nollaa suurempi, niin vk ∈ X; (3) jos x ∈ X ja y ∈ X, niin xy y ∈ X. Nyt
kaikki ilmaisut kuuluvat luokkaan X.
Tämä aksiomaattinen teoria tunnetaan nimellä ketjujen teoria numeroituvasti
äärettömälle aakkostolle. Sen kehityksestä ja historiasta voi lukea John Corcora-
nin, William Frankin ja Michael Maloneyn artikkelista String Theory15. Arit-
metiikka saadaan määriteltyä ketjujen teorian päälle määrittelemällä nollaksi
jonkin merkkijonon, joka ei itsellään merkitse mitään, kuten `()', seuraajaope-
raattoriksi jonkin sopivan merkkijonon liittäminen annetun ilmaisun vasemmal-
le puolelle, vaikkapa `(E)'. Tämän jälkeen määritellään summa ja tulo samoin
kuin Peanon aritmetiikan aksioomissa16, jonka jälkeen jää vain osoitettavaksi,
että loput aksioomista seuraa näistä määritelmistä ja ketjujen teorian aksioo-
mista, mikä on varsin suoraviivaista  varsinkin kun ketjujen induktioaksiooma
on essentiaalisesti toisen kertaluvun Peanon aritmetiikan induktioaksiooma.
15. [Corcoran et al. 1974]. Kyseisessä artikkelissa annetaan Tarskin aksiomatisoinnit kaikille
äärellisille aakkostoille, kuten myös Hermes:n itsenäisesti kehittämä aksiomatisoinnit vastaa-
ville teorioille. Lisäksi Corcoran et al. osoittavat miten äärellisten aakkostojen ketjujen teoriat
ovat kaikki loogisesti synonyymisiä toisen kertaluvun Peanon aritmetiikan kanssa. He eivät
todista yllä olevan Tarskin aksiomatisaation olevan synonyyminen toisen kertaluvun Peanon
aritmetiikan kanssa, mutta on selvää, että tämä teoria (toisin kuin Corcoran et al. teoria C) on
tulkittavissa siinä ja se on tulkittavissa tässä teoriassa.
16. ks. luku 4.1.1
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Nyt kun on selvää, että nimeäminen ja kielen määrittäminen on ongelmatonta,
lyhennän objektikielisten ilmaisujen nimet laittamalla kulmalainainausmerkit
(pq) itse ilmauksen ympärille. Seuraavaksi voidaan määrittää, mitkä ilmaukset
ovat lausefunktioita ja mikä on vapaa muuttuja. Näiden käsitteiden avulla saa-
daan määriteltyä merkityksellisen lauseen käsite lausefunktiona, jossa ei esiinny
vapaita muuttujia.17 Lisäksi voidaan stipulaatiolla antaa lauseiden joukosta ne
ilmaisut, jotka ovat objektiteorian aksioomat.18
Edellä annetun avulla Tarski saattoi määrittää loogisen seurauksen objektikie-
len lausejoukosta ja näin ollen objektiteoriasta todistuvien lauseiden luokan; ja
vielä pidemmälle deduktiivisen systeemin, konsistenssin ja täydellisyyden kä-
sitteet.19
Jos metateoria sisältää riittävän palan aritmetiikkaa, voidaan objektiteorian
syntaksi antaa koodattuna Gödel-numeroinnin avulla.20 Tällöin ei erikseen tar-
vita aksioomia käsittelemään syntaksia. Tässä kohtaa täytyy kuitenkin pysäh-
tyä hetkeksi. Koodi ei ole sama asia kuin se, minkä se koodaa. Malliteorian
kannalta tämä ei tuota ongelmaa, sillä kieli voidaan määrittää metateorian si-
sällä identtisenä koodinsa kanssa, sillä malliteoria identiﬁoi objektikielen tämän
rakenteen kanssa. Mutta me olemme kiinnostuneita merkityksellisistä kielistä,
ja koodilla ei ole itsenäistä merkitystä, sillä sitä voidaan käyttää koodaamaan
jotain muutakin. Koodin avain on meta-meta tasolla, mikäli metakieli ei ky-
kene itsenäisesti liittämään tarkoitettuja merkityksiä koodattuihin ilmaisuihin.
Tästä syystä ei voida antaa totuusmääritelmää metateoriassa koodille, ellei sii-
tä määritellä merkityksellistä kieltä metateorian sisällä. Tämä, määritelty, kieli
voi olla (meta-metateoreettista rakenteellista isomorﬁsmia vaille) semanttisesti
yhtäpitävä annetun objektikielen kanssa, mutta se vaatii erikseen varmistusta
(meta-metateoriassa).
Ketjuaksioomista seuraa, että metateorian mielestä objektikielessä on ääretön
määrä ilmaisuja. Aksioomia on mahdollista heikentää niin, että äärettömyys ei
seuraa. Tällöin kuitenkin teoreeman käsite tuottaa meille päänvaivaa. Teoree-
mojen johtamiseen tarvitaan toisinaan päättelyissä oletuksia, jotka saattavat
17. Edelliset määritelmät kuten muutkin tässä luvussa annetaan lähes identtisesti kuin vastaa-
vat määritelmät logiikassa tai malliteoriassa, kts. [Väänänen 1987] tai [Hodges 1997].
18. [Tarski 1935, 175-179].
19. [Tarski 1935, 180-185].
20. Tästä menetelmästä voi lukea vaikka [Kaye 1991, 108-116], tai Väänäsen erinomaisesta
oppikirjasta [Väänänen 1987, 50-57]. Gödel-numerointi on yksi tavoista, joilla voidaan aritme-
tiikan varaan rakentaa ketjujen teoriaa.
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olla pidempiä merkkijonoina kuin kaikki siihen asti esiintyneet kaavat. Tämä
ei tuota ongelmia yksittäisten todistusten kannalta, mutta jos haluamme sa-
noa jotain yleistä jonkin teorian teoreemojen muodoista, tarvitsemme rajatto-
man määrän ilmaisuja. Tietenkin, jos tutkitussa kielessä on ennalta annettu,
rajoitettu ilmaisujen joukko, voidaan seuraukset määrittää stipulaatiolla, sillä
kyseessä on äärellinen joukko. Jos ennalta annettua rajaa ei ole, täytyy täl-
laisen (mahdollisesti rajallisen) kielen tapauksessa käyttää teoreemajoukkojen
ominaisuuksien selvittämiseen periaatetta: jos ilmaisuja olisi ääretömästi, niin
olisi olemassa päättely. Tällaisen kontrafaktuaalin todistamiseen tarvitaan jon-
kinlaista mallia missä se on aktuaalisesti tosi, vaikkapa tulkintaa luonnollisille
luvuille. Tästä seuraa Tarskin mukaan äärettömyysoletus.21
Tässä luvussa on käsitelty pelkästään kielen syntaksia. Näiden käsitteiden mää-
rittäminen ja tieteellisen perustan luominen merkkijonojen teorialle ovat jo it-
sellään mielenkiintoisia saavutuksia, mutta miten Tarski pääsi muodosta mer-
kitykseen?
Valehtelijan paradoksi ja semanttiset paradoksit seuraavat osittain siitä, että
kielellä voidaan puhua sen omista semanttisista ominaisuuksista. Nyt kun olem-
me todenneet, että metakielessä voidaan puhua objektikielen ilmaisuista, niin
mistä tiedämme, ettei objektikielessä ole keinoa puhua metakielen ilmaisuista.
Gödel ja Tarski osoittivat lukuteorian mahdollistavan lukuteorian kielen ilmai-
sujen koodaamisen luonnollisille luvuille. Samalla periaatteella, kuten edellä
todettiin, voidaan minkä tahansa formaalisen kielen ilmaisut koodata luonnol-
lisille luvuille. Näin ollen, jos objektiteoria sisältää riittävästi aritmetiikkaa,
pystytään objektikielellä puhumaan metakielen syntaksista.
Nyt, jos totuus voitaisiin määrittää aina, jos kielellä voidaan puhua toisen kielen
syntaksista, päädyttäisiin ristiriitoihin. Tästä syystä Tarski osoitti, että meta-
kielen ja -teorian pitää olla aidosti rikkaampi kuin objektikielisysteemin, jotta
siinä voitaisiin määrittää totuus ja muut semanttiset käsitteet tälle objektikie-
lelle. Käytännössä tämä tarkoittaa sitä, että metakieli sisältää kaikki objekti-
kielen ilmausten käännökset, mutta ei toisin päin.22
21. [Tarski 1935, 184]. Tarskin ratkaisuehdotus on hänelle tyypillinen: we could consider all
physical bodies of a particular form and size as expressions. [Tarski 1935, 174, alaviite 2].
Ongelmallisena Tarski pitää tässä yhteydessä vain sitä, että nyt hänen kielen määritelmästään
seuraisi rajattoman oliomäärän olemassaolo, mikä olisi ristiriidassa nykykosmologian kanssa.
22. Palaan aiheeseen luvussa 3.2.3.
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3.1.2 Käännöksen käsitteeseen liittyviä ongelmia23
Milnen ja Raatikaisen mukaan Tarskin kanta oli, että objektikieli määritellään
sen metakielisen käännöksen avulla.24 Tämä on totta tietyin rajoituksin. Kuten
olen monesti todennut, Tarskille pelkkä syntaktinen rakenne, ilman annettuja
merkityksiä ei ole mielekäs kieli. Lisäksi Tarskille Wehrheitsbegriﬃssä objekti-
kieli on jo annettu tulkittuna kielenä, ennen kuin hän määrittää metakielen.
Tässä mielessä objektikielen ja metakielen suhde on moniulotteisempi, kuin
vain stipulaatio metakielen sisällä, ellemme ole kiinnostuneita kielestä, joka on
valmiin metateorian sisällä määritelty, jonka suhteilla jo annettuihin kieliin ei
ole väliä.
Se, mikä on käännös, ei ole aivan heti selvää. Greg Ray on osoittanut, että eräät
erittäin kohtalokkaat väärinkäsitykset Tarskin totuuskäsityksen suhteen johtu-
vat väärästä käännöksen käsitteestä. Käännöstä ei voi olettaa automaattisesti
olevan annettuna syntaktisena kuvauksena samanmuotoisten lauseiden välillä.
Ei edes, vaikka käytettäisiin Wangin aritmeettisen käännöksen käsitettä, jossa
säilyy looginen muoto ja sen lisäksi teoreemat. 25
Tarski ei anna käännöstä itseään, mutta se sisältyy jo metakielen määritelmään.
Stipulaatio tapahtuu meta-metatasolla, ja se on tehtävä oikein: Konventiosta T
seuraa, että totuuden määrittämiseen tarvitaan kaikkien objektikielisten lausei-
den käännökset metakielessä. Ennen kuin siirryn tarkastelemaan niitä teknisiä
keinoja, joilla Tarski saa oikeat käännökset T-lauseisiinsa, niin selvitän mitä
kaikkea käännös voi tarkoittaa?
Ensimmäiseksi mieleen tulee määritelmällinen tulkinta.26 Käykö se käännökses-
tä? Määritelmällinen tulkinta tarkoittaa sitä, että otetaan kaksi teoriaa T1 ja
T2, jotka ovat ilmaistu kielissä K1 ja K2. Tällöin T1 on määritelmällisesti tulkit-
tavissa T2:lla, jos ja vain jos on mahdollista muodostaa kieliK3, jonka aakkosto
on K1:n ja K2:n aakkostojen yhdiste ja jossa voidaan muodostaa joukko määri-
telmiä M siten, että jokaisen M :n kuuluvan määritelmän deﬁens, määrittelevä
osa, on K2:n kaava ja T2 ∪M ` T1.
Mikäli tällainen tulkinta on olemassa, saadaan suhteellinen ristiriidattomuus-
23. Tämän luvun lähteinä olen käyttänyt Panu Raatikaisen kirjeitä ja kommentteja, joskin olen
itse vastuussa niistä asioista, jotka olen käsittänyt väärin.
24. [Milne 1997] ja [Raatikainen (tulossa c)].
25. [Ray 2005].
26. [Tarski et al. 1953, 20].
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tulos: jos T2 on ristiriidaton, niin on myös T127.
Määritelmällisen tulkinnan ongelma on sen monimielisyys. Benacerraf on esittä-
nyt seuraavan ongelman: aritmetiikka voidaan tulkita usealla eri tavalla joukko-
opille, joten mikä niistä on oikea tapa.28 Onko mikään niistä käännös? Määri-
telmällinen tulkinta on puhtaan syntaktinen käsite, se ei laisinkaan kunnioita
merkityksiä. Sen nojalla formalisoitu kieli voidaan tulkita itselleen mitä moni-
naisimmin tavoin.
Vaihtehtoisena käännöksen käsitteenä voitaisiin pitää loogista synonymiaa. Kak-
si teoriaa T1 ja T2 ovat loogisesti synonyymisia, jos ja vain jos on olemassa kak-
si joukkoa määritelmiä U1 (T2:n alkeistermit määriteltynä T1:n termeillä) ja U2
(T1:n alkeistermit määriteltynä T2:n termeillä) kielessä, jonka aakkosto saadaan
yhdistämällä kielien LT1 ja LT2 aakkosto ja
T1 ∪ U1 ` T2 ∪ U2 ja
T2 ∪ U2 ` T1 ∪ U1.
(3.1)
Vaikka tämä käsite on vahvempi kuin määritelmällinen tulkinta, ei se ole silti
vapaa Benacerraﬁn ongelmasta. Sen avulla ei voida määritellä merkitykselli-
sen käännöksen käsitettä yksikäsitteisesti. Sen vahvuus on kuitenkin siinä, että
mikäli metateoria on loogisesti synonyyminen objektiteorian kanssa, se ei voi
määrittää totuutta objektikielelle. Tämä seuraa välittömästi siitä, että mikäli
metakielessä määriteltäisiin totuuspredikaatti objektikielelle, olisi se määritel-
miä vaille totuuspredikaatti metakielelle itselleen, mikä olisi ristiriidassa Tars-
kin totuuden määrittelemättömyystuloksen kanssa. 29
Tarskin oma ratkaisu on määrittää metakieli käytännössä objektikielen semant-
tisena laajennoksena:
Among the expressions of the metalanguage [. . . ] we have a series
of expressions which have the same meaning as the constants of
the science we are considering[. . . ] Thanks to this circumstance
we are able to translate every expression of the language into the
metalanguage.30
27. Jos T1 olisi ristiriitainen, niin saman, ristiriitaan johtavan päättelyn, voi tehdä T2:lle, kor-
vaamalla T1 kaavoista kaikki termit niiden määritelmillä
28. [Horsten 2007].
29. [Raatikainen (tulossa a)].
30. [Tarski 1935, 170].
52
Tämä ratkaisu asettaa merkitysten samuuden meta-metatason ongelmaksi. Näin
määriteltynä metakieli on tulkittuna kielenä sellainen, että sen alkeistermien
avulla voidaan lausua objektikielen termien ennalta annetut merkitykset.
Mutta mikään ei sinällään sido meitä pitämään metakieltä objektikielen laa-
jennoksena.31 Tämä mahdollistaa toisen tavan, jos ei ratkaista, niin tulkita Be-
nacerraﬁn ongelman. Jokainen määritelmällinen tulkinta määrittää uuden kie-
len  sen kielen, jonka kukin lause l merkitsee samaa kuin metakielen lause
l′, joka saadaan, kun lause l käännetään määritelmiä käyttäen metakieleen. Tä-
mä on se, mitä Raatikainen ja Milne tarkoittivat, kun he sanoivat käännöksen
määrittelevän objektikielen. Auki jää kysymys, onko mikään näistä kielistä se
alun perin annettu objektikieli.
Tarskin vaatimus sille, että totuus tulisi määritellyksi normaalisti, eli kunnioit-
taen heijastusperiaatetta, asettaa käännöksen hyväksyttävyydelle lisäehtoja.
Mikäli halutaan määritelmän olevan normaali (olettaen että metateoria risti-
riidaton) ei metateoriasta voida johtaa objektiteorian teoreeman käännöksen
negaatiota. Vastaavasti on pädettävä, että kaavan ja sen käännöksen ekstension
on oltava sama. Näin ollen käännöksen täytyy, tässä tilanteessa, kunnioittaa
sekä objekti- että metateoriaa.
Tarski sanoo, että käännöksen käsite on mahdollista tehdä eksaktiksi, mikäli
meta-metateoria formalisoidaan. Tämä huomio on aivan oikein, ja niin pysty-
täänkin tekemään malliteoriassa. Mutta edelleen edellyttää käännöksen tai mer-
kityksen käsitettä sen varmistamiseksi, että tarvittavat tulkintafunktiot ovat
määritelty oikein.
3.1.3 Käännös alkeisdenotaation avulla
Aloitetaan määrittämällä alkeistermien käännökset. Seuraan seuraavassa Raa-
tikaista antamalla alkeisdenotaation ja -aplikaation, joskin alkeisdenotaation
määritelmä on alunperin Fieldiltä, joka kirjoitti aplikaation ja kuvautumisen
sen osana. Nämä määritelmät ovat siistin äärelliset, listamaiset, olettaen et-
tä aakkosto on äärellinen. Näin ollen niiden avulla saadaan ongelmattomasti
määriteltyä juuri se merkitys kullekin kielelliselle merkille, jota haluamme kul-
loinkin tutkia.32
31. Erityisen mielenkiintoinen tapaus voisi olla vaikka metakieli, joka on käsitteellisesti tar-
kempi kuin objektikieli. Se olisi eräänlainen analyyttinen laajennos objektikielelle.
32. [Raatikainen (tulossa c)]. Huomion arvoista on erityisesti se, että määritelmät ovat elimi-
natiivisia. Joten niissä määritellyt semanttiset käsitteet ovat palautettavissa kaavoihin, joissa
53
Määritelmä 2 (Alkeisdenotaatio). Annetaan stipulaatiolla:
DenotoiL(x, y)↔
((x = xa1y ∧ y = α1)∨
...
(x = xany ∧ y = αn)),
(3.2)
missä αj on sen olion nimi, jota aj:n on tarkoitus merkitä.
Määritelmä 3 (Alkeisaplikaatio). Annetaan stipulaatiolla:
Aplikoi1L(x, y)↔
((x = xP1y ∧ φ1(y))∨
...
(x = xPny ∧ φn(y)))
Aplikoi2L(x, y, z)↔
((x = xR21y ∧ ψ1(y, z))∨
...
(x = xR2ny ∧ ψn(y, z)))
...
AplikoikL(x, y1, . . . , yk)↔
((x = xRk1y ∧ ξ1(y1, . . . , yk))∨
...
(x = xRkny ∧ ξn(y1, . . . , yk))), (3.3)
jossa φ, ψ ja ξ merkitsevät predikaatteja, joita objektikielen aakkoston predi-
kaatti symbolit merkitsevät.33
ei esiinny semanttisia termejä. Tämä tietenkin oletuksella, että objektikielessä itsessään ei ole
semanttisia termejä.
Wahrheitsbegriﬃssä Tarski toteaa, että denotaation käsite on johdettavissa toteutumisen mää-
ritelmästä. Tämä johtuu siitä, että tarski kirjoitti nämä määritelmät toteutumisen määritelmän
sisään.
33. Jos objektikielessä on alkeisfunktiosymboleita, niin niiden kuvautumisehdot annetaan vas-
taavasti kuin relaatiosymboleiden.
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Nyt objektikieli L on, metateorian mielestä, sellainen kieli, jonka syntaksi on
määritelty luvussa 3.1.2, ja jonka aakkosto tulkitaan metakieleen näin.34 Ku-
ten edellä totesin, kysymys siitä, onko tämä määritelty kieli sama, kuin ennalta
annettu objektikieli, on meta-metatason ongelma, eikä siihen ole välttämättä
helppoa vastausta. Tarskin tavoin jatkossa oletan, että metakieli on objektikie-
len semanttinen laajennos ja että alkeisdenotaatio ja -aplikaatio ovat määritelty
niin, että samanmerkityksellisyys säilyy.
Huomion arvoista on se, että tämä ei ole käännöksen määritelmä samalla tavalla
kuin, jos sanoisi:
Sana Moon merkitsee samaa kuin sana Kuu.
Miksi? Vastaus on yksinkertainen. Kuten huomattiin luvussa 2, niin semanttiset
paradoksit voivat seurata, mikäli sallitaan kielessä puhe kielen itsensä semantti-
sista ominaisuuksista. Merkitysidentiteetti on tällaista puhetta. Tarskin tieteel-
linen semantiikka välttää tällaisia termejä, ellei niitä ole määritelty jo varmoista
käsitteistä, ja määritelmien ketjua saa palautettua täysin epäsemanttisiin kä-
sitteisiin.
Primitiividenotaatio ja -aplikaatio antaa meille merkitykset käyttämällä meta-
kielen ilmauksia. Määritelmissä ei puhuttu metakielestä vaan metakielellä pu-
huttiin. Tässä mielessä ei, ainakaan tarskilaisessa viitekehyksessä, pystytä mää-
rittämään objektikielen käännöstä metakieleen eksplisiittisesti.35
Koska annettu määritelmä on varsin tekninen, annan selkeyden vuoksi esimer-
kin.
Esimerkki 1. Olkoon objektikielenä formalisoitu versio englannin fragmentis-
ta, jonka aakkosto on seuraava:
{Moon, Earth, is round, is ﬂat, circles around}
Merkitsen tätä kieltä E:llä. Olkoon metakielenä suomi, varustettuna sopivalla
34. Tässä vaiheessa ei ole vielä sidottu loogisten vakioiden tulkintaa, ja siinä mielessä L ei
ole yksiselitteisesti vielä määräytynyt. Loogiset vakiot sidotaan toteutumisen määritelmäs-
sä. Soames huomauttaa tästä seikasta, joka oli jäänyt Fieldiltä vuonna 1972 mainitsematta
[Soames 1984]. Kts. myös [Field 1972].
35. Käännöksen määritteleminen eksplisiittisesti onnistuu formalisoimalla metakieli ja objek-
tikieli yhteisellä meta-metakiellä.
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palalla joukko-oppia. Nyt alkeisdenotaatio määritellään seuraavasti:
DenotoiE(x, y)↔
((x = xMoony ∧ y on Kuu)∨




((x = xis roundy ∧ y on pyöreä)∨
(x = xis ﬂaty ∧ y on litteä))
Aplikoi2E(x, y, z)↔
(x = xcircles aroundy ∧ y kiertää z:a).
(3.5)
3.2 Toteutuminen
Voidaan sanoa, että jokin olio toteuttaa avoimen lausefunktion, jos sen nimi
sijoitettuna lausefunktioon antaa toden lauseen. Jaakko toteuttaa predikaatin
. . . pelaa palloa, jos ja vain jos Jaakko pelaa palloa. Entä oliot joilla ei ole
nimiä kielessä? Voivatko ne toteuttaa lausefunktion? Intuitiivisesti tuntuu jär-
kevältä, että on olemassa jokin tähti, jolla ei ole nimeä, mutta silti se on tähti ja
se toteuttaisi lausefunktion . . . on tähti. Kuitenkaan ei ole olemassa mitään,
mikä voidaan sen nimissä sijoittaa tähän lausefunktioon, vai onko. Tarski, kuten
arvata saattaa, löysi reitin kiertää tämän ongelman. Ja hän teki sen vetoamatta
totuuteen!
Meillä on vain kaksi tapaa puhua jostain oliosta. Joko sen nimellä, tai sitten
pronomineilla, joita formalisoiduissa kielissä vastaavat kvantiﬁoinnit. Kvanti-
ﬁoinnin kohteena ovat myös kaikki oliot, joilla ei ole nimiä.36 Käyttämällä ää-
rettömiä jonoja Tarski pystyy palauttamaan objektikielisen kvantiﬁoinnin me-
takieliseen kvantiﬁointiin. Pystymme puhumaan olioista joilla ei ole nimeä, ja
pystymme myös puhumaan tuosta puheesta.
Metateoriassa täytyy olla metodi käsitellä äärettömiä (tai äärellisiä) jonoja
36. On olemassa olio, jolla ei ole nimeä, joka on tähti.
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olioista,37 jotka ovat objektikielen muuttujien aloina. Tämä kuulostaa varsin
oudolta pintapuolisesti, mutta tarkoittaa vain sitä, että metakielen täytyy voi-
da puhua kuvauksista luonnollisilta luvuilta kaikkien olioiden joukkoon.38
Merkitsen jonoja merkeillä σ ja τ . Jonon σ j:s jäsen on σ(j), olettaen että j on
nollaa suurempi luonnollinen luku.
Materiaalisen riittävyyden määritteleminen toteutumiselle ei ole aivan yhtä
suoraviivaista, kuin se on totuudelle (jos nyt unohdetaan käännökseen liitty-
vät ongelmallisuudet). Seuraavassa lainauksessa Tarski rakentaa materiaalista
riittävyysehtoa, kun objektikielenä on luokkateorian kieli. Ehdon idea on sa-
mankaltainen kuin konventio T:n. Tarski antaa skeeman, josta saadaan osittai-
set määritelmät. Varsinainen määritelmä on sellainen, jonka seurauksina ovat
kaikki osittaiset määritelmät.
We consider the following scheme:
The sequence f satisﬁes the sentential function x if and only if f
is an inﬁnite sequence of classes and p.
If we have sentential function from the calculus of classes, then in
the above we replace the symbol `x' by an individual (structural-
descriptive) name of this function formulated in the metalan-
guage, but `p' by a translation of the function into the meta-
language, where all free variables vk, vl etc. are replaced by corre-
sponding symbols `fk',`fl', etc.
We shall use a recursive method in order to formulate a general
deﬁnition of satisfaction of a sentential function by a sequence of
classes, which will include all partial deﬁnitions of this notion as
special cases which are obtained from the given scheme in the way
described above.39
37. Mikäli äärettömät jonot herättävät vilun väristyksiä, voidaan määritelmä todellakin antaa
myös äärellisiä jonoja käyttäen. Näin erityisesti tehdään aritmetiikan suhteen, sillä äärellinen
lukujono on mahdollista koodata yksittäiselle luonnolliselle luvulle [Kaye 1991, 105-107]. Tä-
mä tekninen etulyöntiasema häviää, kun käsitellään kieltä, joka puhuu jostain hankalammin
koodautuvasta.
On syytä muistaa, että olivatpa jonot äärellisiä tai äärettömiä, ne ovat silti abstrakteja olioita.
38. Tässä kohtaa herää luonnollisesti kysymyksiä. Mikä ihme on olio? Voidaan olettaa, että
oliot ovat kaikki ne, jotka voivat olla muuttujan arvoina kaavassa x on x, eli kaikki jotka ovat
itseidenttisiä. Tämä vastaus kiertää ongelman, ja saattaa olla, että parempaa vastausta ei ole
. . . Voimme puhua vain niistä, josta voimme puhua.
39. [Tarski 1935, 192]. Lainaus on vuoden 1956 käännöksestä, sillä vuoden 1983 käännöksessä
on syntaksivirhe. Kumpikaan versio ei ole aivan tyydyttävä käännökseen liittyvän ongelman
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Tässä ehdossa on ongelmallista käännöksen käsite. Tarski soveltaa edellä jonkin-
laista rakenteellista kuvausta kaikista kielen L ilmaisuista metakielen merkkijo-
noille ja kutsuu tätä kuvausta kääntämiseksi. Kuitenkin, toisin kuin kuvauksen
osalle, joka kuvaa lauseita lauseille, meidän on vaikea antaa minkäänlaista intui-
tiivista kriteeriä sille, miten ne ilmaisut jotka eivät ole lauseita on käännettävä.
Lauseiden kääntämiselle saadaan ehto, että käännöksen pitää merkitä samaa
kuin käännetyn (mitä ikinä merkitys sitten onkaan). Ei ole yksimielisyyttä sii-
tä, onko avoimilla kaavoilla merkityksiä laisinkaan.
Ongelma ratkeaa yksinkertaisimmin silloin, kun objektikieli on metakielen osa.
Muissa tapauksissa käännöksen kriteeriksi pitäisi antaa, että sen pitää säilyttää
paitsi merkitykset (niin nimille kuin lauseille), niin myös predikaattien, relaa-
tioiden ja funktioiden alat. Tästä näkyy, miten paljon ontologiaa täytyy olettaa
meta-meta -tasolla, jotta Tarskilainen toteutumisen määritelmän materiaalisen
riittävyyden ehto olisi mahdollista luoda.




(∃n, i ∈ N(x = pPi(vn)q ∧ Aplikoi1L(xPiy, σn))∨
∃n,m, i ∈ N(x = pR2i (vn, vm)q ∧ Aplikoi2L(xR2i y, σn, σm))∨
...
∃n1, . . . , nk,m, i ∈ N(x = pRki (vn1 , . . . , vnk)q ∧ AplikoikL(xRki y, σn1 , . . . , σnk))∨
∃i, j ∈ N∃y(x = pPi(aj)q ∧DenotoiL(xajy, y) ∧ Aplikoi1L(xPiy, y))∨
...
jne. kaikilla permutaatioilla,
joilla voidaan nimiä ja muuttujia sijoittaa relaatioihin
...
suhteen, jota käsittelen seuraavaksi.
40. Tarskin määritelmä löytyy [Tarski 1935, 193].
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∃y(y on lausefunktio ∧ x = x∼yy y ∧ ¬ToteuttaaL(σ, y))∨
∃y, z(y on lausefunktio ∧ z on lausefunktio ∧ x = y y x&yy z
∧ ToteuttaaL(σ, y) ∧ ToteuttaaL(σ, z))∨
∃n ∈ N∃y∃τ(y on lausefunktio ∧ τ on ääretön jono olioita
∧ x = xEyy vn y y ∧ ∀i ∈ N(i 6= n→ (τi = σi))
∧ ToteuttaaL(τ, y))) (3.6)
Vaikka määritelmä onkin varsin valtaisa, on se silti äärellinen ja siksi ilmaista-
vissa, kuten edellä annetusta hahmotelmasta on nähtävissä.
Kuten aiemmin totesin, toteutuminen on määriteltävissä myös ilman alkeis-
denotaatiota ja -aplikaatiota, sillä näiden määritelmät olivat eliminatiivisia, ja
siksi kirjoitettavissa auki toteutumisen määritelmään. Tämä on tietenkin trivi-
aalia. Olennaista on, että alkeisdenotaation ja -aplikaation käsitteet tarvitaan
toteutumisen määritelmään, eksplisiittisesti tai implisiittisesti, sillä ei ole mah-
dollista määritellä toteutumista ilman, että kieli on tavalla tai toisella tulkittu.
Huomattavaa on, että nyt metateorian näkökulmasta kieli L on se kieli, jonka
syntaksi on määritelty luvussa 3.1.1, ja jolle pätee tämä toteutumisen määritel-
mä. Nyt on sidottu, paitsi alkeistermien tulkinnat, niin myös loogisten vakioiden
tulkinnat, ja luotu menetelmä sitoa monimutkaisempien ilmaisujen tulkinnat
yksinkeratisempien ilmaisujen tulkintoihin. Tässä mielessä toteutuminen an-
taa meille kompositionaalisen semantiikan. Tämä on nähtävissä määritelmässä
siinä, että kaikki muut, paitsi kolme viimeistä disjunktia ovat alkeistermien
toteutumisen määritelmiä, ja kolme viimeistä disjunktia antavat ehdot sille,
miten monimutkaisempien kaavojen toteutuminen on annettavissa yksinkertai-
sempien kaavojen toteutumisen avulla.
Tärkeä tekninen huomio on, että jos metateoriassa on riittävästi joukko-oppia,
voidaan määritelmä antaa eksplisiittisenä, ilman rekursiota. Rekursiivinen mää-
ritelmä on erittäin intuitiivinen, ja siksi ei ole tarvetta antaa teknistä esitystä
eksplisiittisestä määritelmästä. On silti hyvä olla tietoinen, että se on annetta-
vissa.41
On huomattava, että ulkoa katsoen toteutuminen on relaatio, joka sitoo kielel-
liset ilmaukset maailmallisiin olioihin. Näin ollen se on semanttinen relaatio. Se
on kuitenkin määritelty metateorian sisällä käsitteistä, jotka eivät ole semantti-
41. [Tarski 1935, 193, alaviite 1].
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sia, korreloimalla väitteitä objektikielestä ja väitteitä oliosta, joista objektikieli
puhuu.
Nyt voidaan osoittaa, että kaikki muut semanttiset käsitteet ovat määriteltävis-
sä toteutumisen avulla. Miksi tämä on tärkeää? Se osoittaa, että formalisoiduille
kielille voidaan tehdä semanttista tutkimusta ilman riskiä paradokseista.
3.2.1 Määriteltävyyden määritteleminen
Tarski esittää ensimmäistä kerran idean semanttisten käsitteiden määrittelemi-
sestä eksplisiittisesti toteutumisen määritelmän avulla artikkelissa Sur les en-
sembles déﬁnissiables de nombres réels42. Artikkeli käsittelee sitä, miten voi-
daan määritellä määriteltävyys matematiikassa. Tarkalleen ottaen määritelmä
on:
Määritelmä 5. Reaalilukujen joukko X on määriteltävissä (reaaliaritmetiikas-
sa), jos on olemassa (reaaliaritmetiikan) avoin kaava φ, jossa on vain yksi vapaa
muuttuja, ja joka toteuttaa ehdon, että jokaisella reaaliluvulla x, x ∈ X, jos ja
vain jos x toteutta kaavan φ
Tämä määritelmä on jokseenkin itsestään selvä, mutta sen itsestään selvyyden
ei pidä antaa hämätä, sillä Richardin paradoksi oli aito ongelma. Paradoksin
mukaan määritellään luku ensimmäinen luonnollinen luku, jota ei voi mää-
rittää suomen kielellä alle kolmellatoista sanalla. Tarskin ratkaisu rajoittaa
määriteltävyyden suhteessa kuhunkin objektikieleen, näin paradoksia ei pääse
syntymään.
Tarskin hieno tulos kyseisessä artikkelissa on palauttaa määriteltävyys meta-
matematiikasta matematiikkaan, ja osoittaa että matemaattinen määritelmä on
koekstensiivinen metamatemaattisen määritelmän kanssa. Tärkeä huomio tästä
artikkelista on, että ensimmäisen kerran Tarski mainitsee totuuden ja toteutu-
misen välisen suhteen:
[A] function without free variables, i.e. a sentence, is satisﬁed ei-
ther by the empty sequence or by no sequence, according as the
sentence is true or false.43
42. [Tarski 1931].
43. [Tarski 1931, 117].
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3.2.2 Tarskin totuusmääritelmä formalisoiduille kielille
Tarski ei antanut yleistä totuusmääritelmää, vaan hän rajoittui käsittelemään
formalisoitujen kielten totuusmääritelmiä. Näin hän pystyi väistämään valeh-
telijan paradoksin ja muut semanttiset anomaliat. Formaalisoidut kielet ovat
siitä hyvä tutkimuskohde, että matemaatikot ja loogikot eivät juuri niiden ul-
kopuolella työskentele. Tarski, joka kuului ennen kaikkea tähän ryhmään, sai
itse omaan työhönsä riittävän määritelmän ja teorian totuudelle.
Raatikaisen mukaan Tarskin totuusmääritelmän rakentaminen on kolmivaihei-
nen projekti. Ensiksi valitaan kieli, joka on tulkittu siten, että sen merkitykset
ovat valmiiksi sidottuina, objektikieleksi. Toisessa vaiheessa määritellään to-
tuuspredikaatti tälle kielelle metakielessä. Viimeiseksi tarkistetaan, että määri-
telmä on riittävä eli toteuttaako se materiaalisen riittävyyden ehdon. 44




(x on L lause ∧
∀σ(σ on ääretön jono olioita → (ToteuttaaL(σ, x)))).
TrL(pAq) luetaan A on tosi L:ssä.
Määritelmä sanoo, että todet L-lauseet ovat ne, ja vain ne, jotka jokainen ääre-
tön jono toteuttaa. Nyt kun tarkastellaan toteutumisen määritelmää ja alkeis-
denotaatiota ja -aplikaatioita, joihin se perustuu, käy selväksi, että tämä mää-
ritelmä kunnioittaa materiaalisen riittävyyden ehtoa. Kuten edellä on todettu,
ei voida selvittää itse metateorian sisällä, päteekö konventio T:n ensimmäinen
ehto, mutta meta-metateoreettinen empiirinen tarkastelu selvittää, että näin
todella on. Seuraava on mukaelma Tarskin esimerkistä.46
Tutkitaan lausetta Ev1(P1(v1)). Se on tosi L:ssä, jos ja vain jos jokainen ää-
retön jono toteuttaa sen. Olkoon σ ääretön jono olioita. σ toteuttaa tutkitun
lauseen, jos ja vain jos on olemassa ääretön jono τ , jolle pätee τi = σi, kun i > 1
ja että ToteuttaaL(τ, pP1(v1)q. Toteuttamisen määritelmää uudelleen soveltaen:
44. [Raatikainen (tulossa c)].
45. Tarskin alkuperäinen määritelmä löytyy artikkelista [Tarski 1935, 195]
46. [Tarski 1935, 196].
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ToteuttaaL(τ, pP1(v1)q, jos ja vain jos Aplikoi1L(xP1y, τ1). Aplikaation määritel-
mästä seuraa, että Aplikoi1L(xP1y, τ1), jos ja vain jos φ1(τ1). Edellisen nojalla
voidaan metateoriasta päätellä:
TrL(pEv1(P1(v1))q)↔ ∃xφ1(x)),
mikä on täsmälleen konventio T:n ensimmäinen ehto lauseen Ev1(P1(v1)) suh-
teen. Yleinen todistus voidaan suorittaa, metakielen formalisoinnin jälkeen, in-
duktiolla yli kaavan pituuden metametateoriassa.
Nyt voidaan todistaa mm. ristiriidan laki ja kolmannen poissuljetun laki eli
bivalenssi predikaatille TrL:lle. Voidaan osoittaa, olettaen, että objektiteorian
aksioomat ovat tosia, eli niiden metakieliset käännökset ovat joko metateorian
aksioomia tai sen teoreemoja, ja että metateorian matematiikka on riittävän
vahvaa (erityisesti induktion suhteen), että objektiteorian teoreemat, eli todis-
tuvat lauseet, kuuluvat predikaatin TrL alaan. Toisin sanoen voidaan osoittaa
(näillä oletuksilla), että metateoria todistaa objektiteorian heijastusperiaatteen
ja siinä annettu totuusmääritelmä on näin ollen normaali. 47 Tämä todistus
tapahtuu yksinkertaisella induktiolla yli lauseiden loogisen monimutkaisuuden.
Voidaan osoittaa, että pelkästään se, että metateoria todistaa kaikki objekti-
teorian aksioomat tosiksi, ei riitä todistamaan heijastusperiaatetta. On mah-
dollista, että metateorian induktio ei ole riittävän vahva todistukseen. 48
Olennaista on, että määritelmä tekee juuri sen, mitä se lupaa: se antaa mate-
maattis-syntaktisen metodin tutkia objektikielen tosien lauseiden luokkaa.
Totuusmääritelmästä itsestään ei seuraa sitä, että voitaisiin todistaa mille ta-
hansa objektikielen lauseelle A, että kumpi on voimasssa TrL(pAq) vai TrL(p∼
Aq). Kykeneekö metateoria todistamaan tämän, riippuu yksinomaan sen omas-
ta todistusvoimasta. Totuusmääritelmä ei itse asiassa laisinkaan määrää sitä,
mitkä lauseet ovat tosia. Mitkä lauseet metateoria todistaakin tosiksi, riippuu
yksinomaan metateoriasta, sen vahvuudesta. Tästä syystä tämä totuusmääri-
telmä on aito määritelmä, ei totuuden kriteeri.
47. Olettaen lisäksi, että metateoria on tosi. Muuten objektiteoria on yhtä epätosi kuin meta-
teoria, joka todistaa sille heijastusperiaatteen.
Kuten olen monesti todennut, Tarski itse asetti hyväksyttävälle totuusteoreettiselle metateo-
rialle ehdoksi, että se todistaa objektiteorian aksioomien käännökset ja että sen matematiikka
riittää todistamaan heijastusperiaatteen objektiteorialle.
48. [Tarski 1935, 210-212, 237 alaviite].
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3.2.3 Totuuden määrittelemättömyys ja aito rikkaus49
Tarski uskoi kirjoittaessaan puolankielistä versiota Wahrheitsbegriﬃstä, että
totuusmääritelmää ei voida antaa kielelle, jonka teoriassa on matematiikkaa
liikaa. Hän itse sanoi, että totuutta ei voi määritellä kielelle, joka on ääretöntä
astetta (tyyppiteoreettisesti). Tällä hän tarkoitti sitä, että objektiteoria kykenee
ilmaisemaan yleisen luokkien teorian. Mahdottomuus johtui siitä, että tällöin
metateoria, sellaisena kuin Tarski sen määritteli puolankielisessä versiossa, olisi
identtinen tämän objektiteorian kanssa, ja siitä että hän osoitti totuuden olevan
mahdotonta määritellä tapauksessa, jossa metakieli ei ole aidosti rikkaampi kuin
objektikieli.
Saksankieliseen versioon Tarski lisäsi jälkikirjoituksen, jossa hän salli objekti-
ja metakielien mennä tyyppiteoreettisilta asteiltaan transﬁniiteiksi, jolloin voi-
daan luoda vahvempi kieli mille tahansa kielelle. Hän salli tyyppiteorian yli
tyyppien astetta α, jossa α on mielivaltaisen suuri ordinaali.
Logiikan historiallisesti merkittävää on, että todistaessaan, ettei ääretöntä as-
tetta olevalle kielelle voida määritellä totuuspredikaattia, hän todisti, että kie-
lessä itsessään ei voida määritellä sen omaa totuuspredikaattia!
Tarskin totuuden määrittelemättömyystulos sanoo, että kielisysteemi L1 voi
määrittää totuuspredikaattia kielisysteemille L2, jos ja vain jos se on aidosti
rikkaampi kuin L2.
Määritelmä 7. Teoria T1 on aidosti rikkaampi kuin T2, jos ja vain jos T2 on
käännettävissä sille, mutta se ei ole käännettävissä teorialle T2. Kielisysteemi L1
on aidosti rikkaampi kuin kielisysteemi L2, jos ja vain jos sen teoria on aidosti
rikkaampi kuin L2:n ja L2:ssa ei esiinny kaikkia L1:n lauseiden käännöksiä.
Jälleen ongelmana on käännöksen käsite. Sen on oltava tavalla tai toisella an-
nettu.
Voidaan antaa erinäisiä välttämättömiä ehtoja aidolle rikkaammuudelle.
Lause 3.2.1. Teoria T1 on aidosti rikkaampi kuin T2 vain, jos T2 on kään-
nettävissä sille, ja jokin seuraavista ehdoista pätee:
1. T1:n ilmaisemiseen tarvitaan kielellisiä muotoja, joiden käännökset
eivät esiinny T2:n teoreemoissa.
49. Tämän luvun sisältö perustuu laajalti artikkeleihin [Ray 2005], [Gómez-Torrente 2004] ja
[Raatikainen (tulossa a)].
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2. T1:n aksioomat sisältävät eksistentiaalisen aksiooman, joka postuloi
olioita, joita T2 ei postuloi.
3. T1:n määrittelysäännöt sallivat määritellä tavoilla (esimerkiksi re-
kursiivisesti), joilla T2:n säännöt eivät salli.
4. T1:n päättelysäännöt ovat vapaammat, kuin T2:n.
Nyt voidaan määrittelemättömyyslause ilmaista seuraavasti:
Lause 3.2.2. Olkoon OL ja ML kielisysteemejä, joiden teoriat (OT ja MT )
kykenevät ilmaisemaan aritmetiikkaa tai vaihtoehtoisesti ketjujen teoriaa
ja olkoon ML:n teoria ristiriidaton. Oletetaan vielä, että ML ei ole aidos-
ti rikkaampi kuin OL ja että se kykenee nimeämään kaikki OL:n lauseet.
Nyt, mikäli lisäksi ML kykenee ilmaisemaan kaikkien OL-lauseiden kään-
nökset,50 kaikille määritellyille predikaateille P ML:ssä pätee, että on ole-
massa OL lause A, jolle päteeMT ` ¬P (pAq)↔ B, jossa B on A:n käännös
ML:ssä.
Tarskin todistus51 on muotoiltavissa seuraavasti. Numeroidaan kaikki OL:n ja
ML:n ilmaisut sopivilla tavoilla, rekursiivisesti. Meta-metatason funktio Φn
merkitsee OL:n tässä numeroinnissa n:n ilmaisun nimeä kielessä ML.
Merkitään tässä numeroinnissa pienimmällä numerolla varustetun kielen OL
kaavan, jonka ainoa vapaa muuttuja on v1 ja jonka ala on yksikäsitteisesti se
olio, jonka OL:ssä määritellään luvuksi n, nimeä kielessä ML v1 = n:llä.52
Merkitään x1 = n:lläML:n vastaavaa kaavaa. Oletetaan, että P on jokinML:ssä
määriteltävissä oleva predikaatti.
Nyt seuraavat kaavat ovat kielessä ML:
¬P (pEv1(qy v1 = ny p&qy Φn y p)q). (3.7)
Seuraavaksi voidaan määritellä aritmeettinen predikaatti, Ψ(n), jolleML:n teo-
ria todistaa jokaiselle luonnolliselle luvulle n:53
¬P (pEv1(qy v1 = ny p&qy Φn y p)q)↔ Ψ(n). (3.8)
50. Mikäli ML ei kykene ilmaisemaan kaikkien OL-lauseiden käännöksiä, siinä ei, triviaalisti,
voida määritellä konventio T:n toteuttavaa totuuspredikaattia.
51. [Tarski 1935, 249].
52. Tämän kaavan olemassaolo seuraa suoraan siitä, että aritmetiikka oli määriteltävissä.
53. Tässä kohtaa täytyy ohittaa muutamia teknisiä askeleita. Olennasta on, että OL ilmai-
sujen numerointi voidaan toistaa ML:ssä. Tämän jälkeen voidaan Ψ määritellä rekursiivisesti
numeroinnin ja predikaatin P avulla.
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Koska ML ei ole aidosti vahvempi kuin OL voidaan Ψ määritellä OL:ssä (mer-
kitsen sitä Ψ′:lla). Nyt jollain luonnollisella luvulla k Φk on pΨ′(v1)q, joten:
MT ` ¬P (pEv1(qy v1 = k y p&Ψ′(v1))q)↔ Ψ(k). (3.9)
Koska MT ` Ψ(k)↔ ∃x1(x1 = k ∧Ψ(x1)), saadaan:
MT ` ¬P (pEv1(qy v1 = k y p&Ψ′(v1))q)↔ ∃x1(x1 = k ∧Ψ(x1)), (3.10)
mikä oli osoitettava.
Seuraus 3.2.3. Jos kielisysteemin ML teoria on ristiriidaton, niin se voi
määrittää totuuspredikaatin kielisysteemille OL vain, jos se on aidosti rik-
kaampi kuin OL.
Seuraus 3.2.4. Ristiriidattomassa kielisysteemissä L ei voida määritellä
sille itselleen konventio T:n toteuttavaa totuuspredikaattia.
Tarskin totuuden määrittelemättömyystuloksen seurauksena, kun se yhdiste-
tään määriteltävyyden määritelmään, saadaan aritmetiikan Tarskin lause:
Lause 3.2.5. Aritmetiikan tosien lauseiden Gödel-lukujen joukko ei ole lu-
kuteoreettinen, olettaen lukuteorian ristiriidattomuuden.54
Raatikaisella on erittäin mielenkiintoinen idea liittyen Tarskin määrittelemät-
tömyystulokseen. Sitä voidaan käyttää mittana käännöksen vahvuudelle:
Let us say that a notion of translation respects Tarski's theorem
if the following holds: if there is a translation (in the sense in
question) of a theory A in the language of a theory T, it follows
that there is not a truth deﬁnition for T in S.55
Raatikainen toteaa, että logiikan piirissä tunnetuista, syntaktisesti määritel-
tävistä, käännöksen käsitteistä vain looginen synonymia kunnioittaa Tarskin
teoreemaa.56
3.3 Paluu empiiriseen semantiikkaan
Tarskin mukaan hänen tieteellinen semantiikkansa on valjastettavissa empii-
risen kielen ja merkityksen tutkimuksen avuksi. Hän vertasi näiden kahden
54. Esimerkillinen todistus löytyy mm. [Väänänen 1987, 68].
55. [Raatikainen (tulossa a)].
56. Kts. luku 3.1.2.
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tieteen suhdetta teoreettisen ja käytännöllisen fysiikan väliseen vuorovaikutuk-
seen.
Richard Heck on osoittanut, että mikäli objektiteoria on konsistentti ja mikä-
li sen päälle rakennettu aksiomaattinen toteutumiseen pohjaava totuusteoria
kunnioittaa objekti-metakieli -jakoa, on sen aksioomat mahdollista johtaa tars-
kilaisesta metateoriasta, jossa on määritelmät totuudelle. Näin ollen saadaan
suhteellinen ristiriidattomuustulos: mikäli tarskilainen metateoria on ristiriida-
ton, niin myös aksiomaattinen metateoria on ristiriidaton.
Heckin seuraava huomio on, että ei ole selvää, mitä tarskilaisessa metateorias-
sa liitetään objektikielen ilmaisujen merkityksiksi. Puolestaan aksiomaattisessa
teoriassa voidaan objektikielen denotaatiot antaa primitiivisinä, ja määrittää
ne informaalisesti käyttäen empiirisiä kriteereitä. Tällöin saadaan empiirinen
teoria kielen semantiikasta, joka on rakennettu toteutumisen käsitteen avulla.
Tämän teorian tuloksia voidaan verrata empiirisiin havaintoihin.
Näin meillä on luonnollisen kielenkäytön looginen malli, joka ei johda ristirii-
toihin, jos se kunnioittaa objekti-metakielijakoa.57
Raatikainen käsittelee tätä aihetta artikkelissa Truth, Meaning, and Transla-
tion.58 Hän huomauttaa, että vaikka näyttäisi siltä, että denotoinnin prosessi,
on jotenkin abstraktia, loogista tai muuten vain matemaattista ja näin ollen
analyyttistä, ei tämä ollut Tarskin pyrkimys. Raatikaisen mukaan se, miten
Tarski valikoi kielet tutkimuskohteiksi  valmiiksi tulkittuina kielinä  viit-
taa siihen, että hänelle oli tärkeää objektikielen merkitysten määrittelemisen
oikeellisuus.
57. [Heck 1997].
58. [Raatikainen (tulossa c)].
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Luku 4
Aksiomaattinen metodi ja totuus
Tässä luvussa käyn läpi sen, miten tarskilainen totuusmääritelmä on muunnet-
tavissa tehokkaaksi aksiomaattiseksi teoriaksi. Tämän jälkeen esittelen, miten
Jeﬀrey Ketland ja Steward Shapiro ovat soveltaneet aksiomaattisia metodeja
sen arviointiin, miten hyvin deﬂationistinen totuuskäsitys soveltuu yhteen ma-
tematiikan (ja erityisesti aritmetiikan) kanssa.
4.1 Tarskin totuusmääritelmä ja Peanon aritmetiikka
On kolme syytä, miksi Peanon aritmetiikka tarjoaa erittäin hyvän ympäris-
tön tutkia Tarskin totuusmääritelmää. Ensinnäkin aritmetiikan kielellä on tar-
koitettu tulkinta, se on tulkittu kieli Tarskin 30-luvun määritelmän mielessä.
Toiseksi Peanon aritmetiikan teknisten ominaisuuksien ansiosta on mahdollista
määrittää totuus pienemmällä määrällä lisättyä teoriaa metateoriassa. Erittäin
heikko fragmentti, Robinson aritmetiikka, riittää kielen syntaktisen rakenteen
määrittämiseen. Lisäksi aritmetiikka kykenee käsittelemään lukujonoja, ja kun
jokaiselle luonnolliselle luvulle on nimi, numeraali, saadaan totuus määriteltyä
ilman vetoamista suoranaiseen toteutumiseen.
Kolmanneksi Peanon aritmetiikka on intuitiivisesti helppo lähestyä. Meillä on
selkeä käsitys siitä, mitä olemme tekemässä.1
Siitä, miten Tarskin totuusmääritelmä on annettavissa aritmetiikan kielelle voi
lukea monista oppikirjoista, kuten jo mainitsemastani Gaisi Takeutin Proof
Theorystä, joten ohitan itse määritelmän antamisen, ja siirryn suoraan siihen,
miten totuus voidaan aritmetiikalle antaa aksiomaattisessa laajennoksessa.
1. Ohitan tässä kohtaa kysymykset matematiikan oikeutuksesta, äärettömän olemassaolosta
jne.
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4.1.1 Aksiomaattinen totuusteoria aritmetiikan kielelle2
Tarskin totuusmääritelmä voidaan luonnollisella tavalla antaa myös aksiomaat-
tisena teoriana toteutumisesta ja totuudesta. Tällöin voidaan myös, riippuen
objektiteoriasta, antaa varsin yksinkertaisia totuusteoreettisia laajennoksia teo-
rioille, jotka voi hyvällä syyllä olettaa tosiksi, kuten Peanon aritmetiikalle.3
Tässä luvussa meillä on kaksi objektiteoriaa PA ja PA(S) ja niitä vastaavat
objektikielet LPA ja LPA(S). Näiden kahden kielen ja teorian suhdetta tutkitaan
nyt yhteisessä, informaalissa metateoriassa  siinä jota olen tähän mennessä
kutsunut meta-metateoriaksi.Olennaisin ero yleisen tapauksen ja Peanon arit-
metiikan totuusteorian välillä on se, että aritmetiikan tarkoitetun tulkinnan jo-
kaisella alkiolla on nimi  sitä vastaava numeraali. Tämä mahdollistaa totuu-
den määrittelemisen ilman vetoamista totetumiseen, ja näin ollen toteutumista
ei tarvitse myöskään aksiomatisoida.4
Aritmetiikan kielen LPA aakkosto sisältäävakio symbolin 0, yksipaikkaisen funk-
tion S ja kaksipaikkaiset funktiosymbolit + ja ·. Lisäksi käytetään loogisia va-
kioita =, ∃, ∀, ∨, ∧, → ja ↔ sekä grammaattisia merkkejä (, ) ja muuttuja-
merkkejä x, y, z jne. Peanon aritmetiikan aksioomat5 ovat seuraavien kaavojen
universaalisulkeumat:
Aksiooma 4.1.
Sx = Sy → x = y, (4.1a)
0 6= Sy, (4.1b)
x+ 0 = x, (4.1c)
x+ Sy = S(x+ y), (4.1d)
x · 0 = 0, (4.1e)
x · Sy = (x · y) + x (4.1f)
ja kaikki seuraavan skeeman esiintymät, joissa φ on korvattu aritmetiikan
kielen kaavalla, jossa x ei esiinny sidottuna,
φ(0) ∧ ∀x(φ(x)→ φ(Sx))→ ∀xφ(x). (4.1g)
2. Tämä luku perustuu pitkälti artikkeliin [Halbach 2007]. Vastaavia asioita tarkastellaan
mallitetoreettisesti [Kaye 1991, 223-245]
3. Yleisestä aksiomatisoinnista kannattaa lukea [Feferman 1991], jossa myös määritellään
Kripke-Feferman osittain itseensä soveltuva totuusteoria reﬂektiivisenä sulkeumana.
4. Toteutuminen mutkistaa aksiomatisointia siinä määrin, että [Feferman 1991] stipuloi yleistä
totuusaksiomatisointia varten `nimet' kaikille olioille, joista teoria puhuu.
5. Tämä aksiomatisoinnin versio on kirjasta [Tarski et al. 1953].
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Käytän muuttujia φ, ψ jne. varioimaan LPA:n kaavojen yli tällä metatasolla, jos-
sa tutkimus formalisoidaan, kuten myös muuttujia n,m käytetään luonnollises-
ta luvusta, ja laittamalla piste luonnollisen luvun nimen päälle, merkitään sitä
vastaavaa numeraalia, eli kyseisen luonnollisen luvun nimeä.6 Jokainen luonnol-
linen luku n koodaa tietyn kuvauksen mukaisesti jonon luonnollisia lukuja, ja
tämä jono on samastettavissa kielen LPA ilmaisun (mielivaltaisen merkkijonon)
ξ kanssa, ja merkitään n = pξq. Näin ollen pφq merkitsee kaavaa φ vastaavaa
Gödel-lukua, joka on, kuten useasti on todettu, efektiivisesti samastettavissa
kaavan nimen kanssa. Ne ovat siinä mielessä LPA:n kaavojen nimiä kielessä LPA.
Relaatio, joka liittää kunkin ilmaisun sitä vastaavaan Gödel-lukuun, on kuiten-
kin metatasolla.
Gödel-numeroinnin määritelmää soveltamalla voidaan määritellä, rekursiivises-
ti,7 muun muassa predikaatit:
kaavaPA(x), termiPA(x), suljettu termiPA(x),
muuttujaPA(x), lausePA(x), atomilausePA(x) ja PrPA(x)
8
(4.2)
vastaavasti, kuin nämä määriteltäisiiin mille tahansa formaalisoidulle kielelle.9
Käytän merkintää x y y merkitsemään kahden Gödel-luvun yhdistämistä si-
ten, että muodostettu luku vastaa kaavaa, jossa lukua x vastaavaa merkkijonoa
välittömästi seuraa lukua y vastaava merkkijono (tarkalleen ottaen x y y on
se luku joka koodaa x:ä ja y:tä vastaavien lukujonojen muodostaman yhdiste-
jonon). pn˙q on paitsi numeraalia n˙ vastaava Gödel-luku, niin myös rekursiivi-
sesti määriteltävissä oleva kuvaus, joka liittää luonnolliseen lukuun kyseiseisen
Gödel-luvun  ilman, että tarvitaan aktuaalisesti käyttää numeraaleja. Toi-
sinaan, kun sekaantumisen vaara on pieni, käytetään muun muassa merkintää
p(x+ y)q merkitsemään rekursiivista funktiota, joka liittää luonnollisiin lukui-
hin x ja y luvun p(qy xy p+qy yp)q jne.10
Merkkejä A,B jne. käytetään muuttujina, jotka varioivat lauseiden yli.11
6. Numeraali n˙ on jono SS . . . S0, jossa S esiintyy n kertaa.
7. Rekursiiviset määritelmät ja funktiot ovat lukuteorian kannalta olennaisen tärkeitä. Ne
vastaavat intuitiivisesti ajatusta siitä, että jokin on laskettavissa, kunhan aikaa ja paperia on
rajoittamattomasti. Aiheesta kannattaa lukea [Väänänen 1987, 24-47].
9. Tarkoissa yksityiskohdista [Kaye 1991, 104-116].
10. [Kaye 1991, 109]).
11. Jos kaavassa esiintyy ∀A . . . se voidaan korvata ∀x(lausePA(x) → . . . ja ∃A . . . voidaan
korvata ∃x(lausePA(x) ∧ . . .
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Olkoon nyt kieli LPA(S) kielen LPA:n laajennos, siten että LPA:n aakkostoon
lisätään uusi yksipaikkainen predikaatti symboli Tr. Nyt edellisen kappaleen
määritelmät ovat muunnettavissa koskemaan tätä kieltä mutatis mutandis.
PA kykenee määrittämään totuuspredikaatit monille LPA:n aidoille osakielille,
muun muassa kaikille ∆,Σ,Π -hierarkian äärellisille tasoille yli aritmetiikan
kielen kaavojen. Tästä seuraa, että PA määrittelee totuuspredikaatin kaikille
äärellisille osakielilleen, sillä täytyy olla jokin ∆-hierarkian aste, joka sisältää
kaikki nämä lauseet.
Erityisen tärkeää kuitenkin totuusteorian rakentamisen kannalta on tieto, että
PA kykenee määrittämään totuuspredikaatin kaikkien atomilauseidensa joukol-
le. Määritelmän idea on se, että koska aritmetiikan atomilauseet ovat muotoa
t = s (jossa t ja s ovat suljettuja termejä, eli termejä, joissa ei esiinny muuttu-
jia) niin voidaan niitä vastaavat Gödel-luvut arvioida rekursiivisesti, ja jakaa ne
kolmeksi erilliseksi koodiksi, jotka vastaavat merkkijonoja t ja s sekä merkkiä
`='. Nyt määritellään funktio V(x), joka liittää Gödel-lukuun, jos se on termin,




V(px+ yq) = V(x) + V(y) ja
V(px · yq) = V(x) · V(y).
(4.3)
Määritelmä 9.
Tr0(x)↔ ∃y, z(suljettu termiPA(y)∧
suljettu termiPA(z) ∧ (x = py = zq) ∧ V(y) = V(z)).
(4.4)
On selvää, että määritelmästä seuraa kaikki lauseet muotoa Tr0(pt = sq)↔ t =
s, joten se toteuttaa konventio T:n, suhteessa kieleen, joka koostuu aritmetiikan
atomikaavoista.
Tarskin totuuden määrittelemättömyystuloksesta on selvää, että mikään PA:n
puitteissa määriteltävä predikaatti ei voi toteuttaa konventio T:tä kaikille LPA:n
lauseille.
Nyt voidaan antaa Tarskin totuusmääritelmää vastaava aksiomaattinen totuus-
teoria PA(S) kielessä LPA(S). Seuraava aksiomatisointi lisättynäPA:n aksioomiin
on PA(S)−, Peanon aritmetiikka johon on lisätty täydet toteutumisluokat.
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Aksiooma 4.2.
∀A12(atomilausePA(A)→ (Tr(A)↔ Tr0(A))), (4.5a)
∀A(lausePA(A)→ (Tr(p¬qy A)↔ ¬Tr(A))), (4.5b)
∀A∀B(lausePA(A) ∧ lausePA(B)→ (Tr(Ay p∧qy B)↔ (Tr(A) ∧Tr(B)))),
(4.5c)
∀A∀B(lausePA(A) ∧ lausePA(B)→ (Tr(Ay p∨qy B)↔ (Tr(A) ∨Tr(B)))),
(4.5d)
∀φ(kaavaPA(φ)→ (Tr(p∀viqy φ(vi))↔ ∀xTr(φ[vi/x˙]))) ja (4.5e)
∀φ(kaavaPA(φ)→ (Tr(p∃viqy φ(vi))↔ ∃xTr(φ[vi/x˙]))). (4.5f)
Kaksi viimeistä aksioomaa kaipaavat tarkempaa huomiota. Ensinnäkin niissä
oletetaan, että vi on ainoa mahdollinen vapaa muuttuja kaavassa φ:n koodamas-
sa kaavassa (tätä merkitsee merkintä φ(vi). Merkintä φ[vi/x˙] tarkoittaa Gödel-
lukua kaavalle, joka on saatu lukua φ vastaavasta kaavasta korvaamalla kaikki
vi:n esiintymät numeraalilla x˙. Toisin sanoen otetaan luvun φ koodaama luku-
jono ja katkaistaan se osajonoiksi kaikkien luvun pviq toistumien kohdalla siten,
että saadaan jonot a1, · · · an, joissa ei esiinny lukua pviq. Nyt φ[vi/x˙] on jonon
a1, px˙q, a2, px˙q, · · · ,n−1 , px˙q, an koodi.
Edellisen nojalla voidaan nähdä, että φ[vi/x˙] on itse asiassa rekursiivisesti määri-
teltävissä oleva funktio, joka ottaa arvoikseen φ:n ja x:n. Näin ollen se ei käytä
numeraaleja aktuaalisesti, eikä kahdessa viimeisessä aksioomassa käytetä subs-
titutionaalista kvantiﬁointia, vaikka niiden muotoilu näyttäisi vihjailevan sen
suuntaan. Se, että aritmetiikan kielessä on nimi jokaiselle luonnolliselle luvul-
le, ja jokaiselle on nimelle sitä vastaava Gödel-luku, mahdollistaa aksioomisen
(4.5e) ja (4.5f) muotoilun näin. Informaalisti (4.5e) sanoo  `∀xφ(x)' on tosi, jos
ja vain jos jokainen väite muotoa `φ(n˙)' on tosi ja (4.5f)  `∃xφ(x)' on tosi, jos
ja vain jos jokin väite muotoa `φ(n˙)' on tosi.
PA(S)− voidaan osoittaa olevan konservatiivinen laajennos PA:lle.
Määritelmä 10. Teoria on T1 on konservatiivinen laajennos teorialle T2, jos ja
vain jos T2 on sen laajin osateoria, joka on T2:n kielessä.
PA(S) on PA(S)− laajennetulla induktioskeemalla:
12. Näissä aksioomissa A, B ja φ esiintyvät kaksois merkityksissä, ne ovat toisaalta luonnollisia
lukuja, mutta toisaalta ne edustavat kaavoja, joita nämä luvut Gödel-lukuina koodavat. Tämä
käytäntö piilottaa erinäisiä todistusteknisiä yksityiskohtia sisäänsä.
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Aksiooma 4.3. PA(S):n aksioomiin kuuluvat kaikki lauseet, jotka saadaan
seuraavasta mallista:
φ(0) ∧ ∀x(φ(x)→ φ(Sx))→ ∀xφ(x), (4.6)
kun `φ' on korvattu mielivaltaisella LPA(S):n kaavalla, ja ottamalla universaali-
sulkeuma saadusta kaavasta.
PA(S) ei ole konservatiivinen PA:n suhteen. Tämä on osoitettavissa siitä, että
PA(S) todistaa yleisen heijastusperiaatteen ∀x(PrPA(x) → Tr(x)), joka puo-
lestaan todistaa PA:n ristiriidattomuuden. Ristiriidattomuus on lausuttavis-
sa LPA kaavana. Gödelin toisen epätäydellisyystuloksen mukaan PA ei todista
omaa ristiriidattomuuttaan, joten PA(S) ei voi olla konservatiivinen yli PA:n.
Lause 4.1.1.
PA(S) ` ∀x(PrPA(x)→ Tr(x)). (4.7)
Halbach kirjoittaa artikkelissa, että PA(S) on vahvempi teoria kuin vain heijas-
tusperiaatteella vahvistettu PA. Hänen mukaansa PA(S) on ekvivalentti toisen
kertaluvun aritmeettisen komprehension ACA:n kanssa. ACA on PA− vahven-
nettuna toisen kertaluvun induktioaksioomalla:
0 ∈ Y ∧ ∀x(x ∈ Y → Sx ∈ Y )→ ∀x(x ∈ Y ), (4.8)
ja komprehensioskeemalla
∃X∀y(y ∈ X ↔ φ(y)), (4.9)
jossa φ voidaan korvata millä tahansa kaavalla, jossa ei esiinny toisen kertaluvun
kvantiﬁointeja (toisen kertaluvun vapaita muuttujia saa esiintyä). φ on tällöin
aritmeettinen kaava.
Tämän nojalla Halbach toteaa, että ACA on tietyssä mielessä minimaalinen
teoria, joka sisältää kaikki ontologiset oletukset, mitä tarvitaan PA(S):n ak-
sioomien toteuttamiseen.13
13. [Halbach 2007]. Tässä yhteydessä on myös syytä mainita totuusmääritelmän konstruointi
ACA:ssa, joka löytyy [Takeuti 1975, 158-164] ja [Schindler 2002]. Jälkimmäisessä käsitellään
myös joukko-opin suhteen vastaavia ilmiöitä.
72
4.1.2 Kuinka laajentaa totuutta aksiomaattisen teorian puitteissa
Kuten Tarski on ehdottanut, voidaan totuusmääritelmiä iteroida, rakentaa nii-
tä aina edellisen totuusmääritelmän sisältävän metateorian päälle. Sama voi-
daan tehdä aksiomaattisille totuusteorioille. Prosessi etenee tuomalla aina jo-
kaisella askeleella uuden predikaatin Trn, joka soveltuu n:ä alemmalla tasolla
olevien kielien lauseille.14 Halbach toteaa, että tämä iteraatio vastaa iteroin-
tia yli ACA:n. Iteroitujen totuusteorioiden systeemi vastaa myös Fefermanin
vahvennettua analyysiä.15
Halbach mainitsee kolme vahvaa teoriaa, jotka tuottavat predikaatin kieliinsä,
jotka ovat rakennettu yli aritmetiikan kielen (tai minkä tahansa muun mate-
maattisen kielen ja teorian), ja tämä predikaatti on erittäin vahvasti totuuden
kaltainen. Sille ei kuitenkaan voi päteä konventio T - totuuden määrittelemät-
tömyystuloksen nojalla. Nämä teoriat ovat Friedman-Sheard -teoria, Kripke-
Fefermanin -teoria ja Cantinin systeemi VF.16
Fefermanin mukaan näitä teorioita ei inspiroi enää totuus, vaan ennen kaikkea
pyrkimys analysoida matemaattista ajattelua, reﬂektiota yli matemaattisen teo-
rian.
4.2 Totuus ja konservatiivisuus
Vastakkainasettelu Tarskin totuusmääritelmän ja deﬂationististen minimalis-
min sekä disquatationismin välillä kärjistyy kun tarkastellaan matematiikkaa.
Jeﬀrey Ketlandin artikkeli Deﬂationism and Tarski's Paradise17 ja Steward
Shapiron Proof and Truth: Trough Thick and Thin18 toivat esiin ongelmalli-
suuksia näiden deﬂationististen teorioiden kyvyssä selittää matemaattisiin teo-
14. Edellisen kaltainen tyypitetty totuusteoria voidaan myös muotoilla ilman tällaista to-
tuuspredikaattien hyvinperustusta  mikä johtaa mielenkiintoisiin teorioihin ja mahdollisiin
paradokseihin. [Halbach 2007]
15. Vastaavuus, itseasissa kahdensuuntainen tulkittavuus, on todistettu [Feferman 1991].
16. [Halbach 2007].
17. [Ketland 1999].
18. [Shapiro 1998]. Näistä kahdesta kirjoittajasta Shapiro on huomattavasti varovaisempi. Hän
toistuvasti toteaa, ettei ole yksimielisyyttä siitä, mitä deﬂationismi on ja mitä siihen liittyvä
metafyysisen hoikkuuden käsite pitää sisällään. Hänen argumentaationsa on selkeämmin bur-
den of proof -tyylistä, kun taas Ketland käy suoraan matemaattisin argumentein osoittamaan
deﬂationistien erehtyneisyyttä.
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rioihin liittyviä ilmiöitä. Nämä ilmiöt liittyvät teorioiden laajennosten todis-
tusvoimaan, eli siihen kykenevätkö totuusteoreettiset laajennokset todistamaan
jotain sellaista objektiteorian kielellä lausuttua, jota objektiteoria ei itse kyke-
ne todistamaan. Tarkalleen ottaen siihen onko laajennus konservatiivinen yli
objektiteorian.
Perusrakenne argumentaatiolle on se, että deﬂationistien totuudelta vaatima
metafyysinen ohuus, tai hoikkuus, merkitsee loogiselta näkökannalta konserva-
tiivisuutta.19 Konservatiivisuus johtaa ongelmiin sen oikeuttamiselle, että mik-
si hyväksymme intuitiivisesti Peanon aritmetiikan olevan ristiriidaton ja tosi.
Tätä Ketland kutsuu heijastusintuitioksi.
Mikäli PA on tosi teoria, niin väite sen ristiriidattomuudesta on tosi. Ristiriidat-
tomuusväite on formalisoitavissa aritmetiikan kielellä. Gödelin toisen epätäy-
dellisyystuloksen mukaan Peanon aritmetiikka ei voi aritmeettista ristiriidatto-
muuslausetta todistaa. Tästä syystä mikään konservatiivinen laajennos PA:lle
ei voi sitä myöskään todistaa, sillä konservatiivisen laajennoksen määritelmästä
seuraa, että jos Peanon aritmetiikan konservatiivinen laajennos todistaa arit-
meettisen lauseen, niin todistaa sen myös PA. Mikäli laajentava teoria sisältää
totuuspredikaatin, joka toteuttaa konventio T:n, niin ei se voi myöskään to-
distaa ristiriidattomuuslauseen olevan totuuspredikaatin alassa, eli todistaa sen
olevan tosi.
Aiemmin olen todennut, että PA(S) todistaa Peanon aritmetiikan ristiriidat-
tomuuden (kuten myös metateoria, jossa voidaan antaa tarskilainen normaali
totuusmääritelmä aritmetiikan kielelle). Se todistaa myös aritmeettisen ristirii-
dattomuuslauseen todeksi. Heijastusintuitiot voidaan näin ollen oikeuttaa tars-
kilaisessa viitekehyksessä.
Näin ollen meidän intuitiot totuudesta ovat ristiriidassa deﬂationismin kanssa.
19. Konservatiivisuuden käyttö tässä mielessä on peräisin Hilbertiltä:
In the second half of the 1920s, Hilbert replaced the consistency program with
a conservativity program: Formalized mathematics was to be considered by
analogy with theoretical physics. The ultimate justiﬁcation for the theoretical
part lies in its conservativity over real mathematics: whenever theoretical,
ideal mathematics proves a real proposition, that proposition is also intu-
itively true. This justiﬁes the use of transﬁnite mathematics: it is not only
internally consistent, but it proves only true intuitive propositions (and indeed
all, since a formalization of intuitive mathematics is part of the formalization
of all mathematics).[Zach 2003].
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Jommasta kummasta täytyy luopua, tai on osoitettava aukko annetussa argu-
mentissa, eli oikeutettava heijastusintuitio vetoamatta totuuteen.20
4.2.1 Deﬂationistinen aksiomatisointi
Ketlandin mukaan minimalismin ja puhtaan disquatationismin formaalit muo-
toilut yli PA:n ovat identtiset. Ne molemmat aksiomatisoidaan LPA(S):ssa otta-
malla aksioomiksi T-ekvivalenssit. Kutsun tätä teoriaa DT:ksi ja merkitsen
PA(D) = PA ∪DT.
PA(D) on konservatiiviset yli PA:n,21 vaikka sitä laajentaisi PA(S):n induktios-
keemalla. PA(D) laajennetulla induktioskeemalla kutsun PA(Ds):ksi.22
On itsestään selvää, että DT toteuttaa konventio T:n. Nyt voidaan itse asiassa
konventio T aritmetiikan kielelle kirjoittaa muotoon: T määrittää totuuspredi-
kaatin LPA:lle, jos (ja vain jos) T ` DT.
Ketland on osoittanut, että kielen L T-skeema on konservatiivinen yli minkä
tahansa konsistentin teorian kyseisessä kielessä (mikäli kyseinen teoria todis-
taa syntaktisen identiteetin23). T-skeema voidaan yleistää siten, että siinä liite-
tään lauseiden nimiin Predikaatti Trf , joka on suhteutettu meta-metatason ku-
vaukseen f , joka liittää mielivaltaisesti kuhunkin lauseen nimeen minkä tahansa
L:n lauseen. Tämän yleistetyn T-skeeman, eli käännösriippuvaisen Tf -skeeman,
suhteen pätee myös konservatiivisuus.
Lause 4.2.1. Olkoon L kieli, jossa voidaan ilmaista aritmetiikkaa. f :
S(L) → S(L) mikä tahansa kuvaus ja olkoon Tf skeema Trf (pφq) ↔ f(φ),
ja olkoon Σ L-teoria, joka kykenee hallitsemaan aritmetiikkaa vähintään
siten, että se todistaa syntaktisen identiteetin. Nyt Σ ∪ Tf on Σ:n konser-
vatiivinen laajennos.24
20. Yksi vaihtoehtoinen ratkaisu olisi hylätä kaikki inﬁnitistinen matematiikka tai toinen 
hyväksyä ﬁktionalismi matematiikan suhteen.
21. Vastaava totuusteoria ei ole konservatiivinen yli ensimmäisen kertaluvun predikaattilogii-
kan, jossa on mukana identiteettiaksioomat. [Halbach 2007]
22. [Ketland 1999]. On kuitenkin huomattava, että Fieldin ei sovella totuusteoriaansa mate-
matiikkaan, joten hänen ei tarvitse hyväksyä tällaista analyysiä.
23. Syntaktinen identiteetti tarkoittaa sitä, että jos kaksi merkkijonoa eivät ole identtisiä, niin
ne ovat nimetty eri nimillä.
24. [Ketland 2000]. Ketland osoittaa artikkelissa myös, että edellisessä lauseessa voidaan an-
taa kuvauksen f kuvata totuuspredikaatilla vahvistetusta kielestä alkuperäiseen vahvistamat-
tomaan kieleen, ja silti Σ ∪ Tf on Σ:n konservatiivinen laajennos.
75
Todistus.25 Olkoon Γ todistus lauseelle φ teorian Σ ∪ Tf aksioomista. Kos-
ka todistus käyttää vain äärellistä määrää premissejä, niin siinä esiintyy ole-
tuksina äärellinen joukko käännösriippuvaisen T-skeeman esiintymiä. Olkoon
{φ1, . . . , φn} niiden lauseiden joukko, joiden nimet esiintyvät Γ:n oletuksina
olevissa Tf :n esiintymissä. Olkoon Ψ(x) kaava ((x = pφ1q ∧ f(φ1)) ∨ . . . ∨ (x =
pφnq ∧ f(φn))). Selvästi Ψ(x) on L-kaava, ja Σ ` Ψ(pφiq) ↔ f(φi) kaikilla
1 < i < n. Kun korvataan todistuksessa Γ jokainen Trf (pφiq) ↔ f(φi) vastaa-
valla Ψ(pφiq)↔ f(φi), niin saadaan todistus Γ′ joka on laajennettavissa lauseen
φ todistukseksi Σ:n aksioomista.
Tämä over kill -tyylinen argumentti osoittaa selvästi, että laajennos PA(D) on
konservatiivinen. Näin ollen se ei voi todistaa heijastusperiaatetta, ja sen kan-
nattajien pitäisi voida perustella heijastusintuitiot vetoamatta totuuskäsittee-
seen.
Positiivinen tulos on se, että jos PA on ristiriidaton, niin konservatiivisuuden
nojalla myös PA(D) on konsistentti.
4.2.2 Heijastusperiaate ja gödeliääninen epätäydellisyys
Gödelin aritmetiikan epätäydellisyystulos26 perustuu siihen erittäin syvälliseen
huomioon, että syntaksi on mahdollista koodata luonnollisilla luvuilla ja että
aritmetisoituna PA:n syntaksi on mahdollista alistaa aritmeettisen tutkimuk-
sen kohteeksi. Kaikki syntaktiset operaatiot voidaan toistaa nyt numeroteoreet-
tisina laskutoimituksina. Näin käy myös päättelyille, jotka ovat koodattavissa
luonnollisille luvuille siinä missä ilmaisutkin. Me pystymme määrittelemään
predikaatin Pr, joka tarkoittaa, että numeron koodaama lause on pääteltävissä
PA:sta. Nyt käyttäen diagonalisaatiolemmaa todistuvuuspredikaattiin, saadaan
selville, että jollakin φ pätee, että PA 0 φ ja PA 0 ¬φ. Tämä seuraa siitä, että
diagonalisaation nojalla kaavalla ¬Pr(x) on olemassa G jolle pätee
PA ` ¬Pr(pGq)↔ G. (4.10)
G on siis väite: minä en todistu, joka on ns. Gödel-lause. Edellisen nojalla
aritmetiikka on epätäydellinen, se ei kykene päättämään kaikkien aritmetiikan
kielen lauseiden totuutta.
25. Ketland esittää myös todistuksesta malliteoreettisen version, mutta tämän työn kannalta
todistusteoreettinen todistus on sopivampi.
26. Katso [Kaye 1991, 28-40]. Kaye käy läpi yksityiskohtaisesti läpi koko teknisen sisällön, kun
minun esitykseni on vain luonnos.
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Tästä epätäydellisyystuloksesta seuraa toinen Gödelin huomio: Peanon arit-
metiikka (mikäli se on konsistentti) ei voi todistaa omaa ristiriidattomuut-
taan. Formaalisti PA 0 ¬Pr(p(0 = 1)q). Jatkossa Con(PA) on nimi väitteelle
¬Pr(p(0 = 1)q).
Aritmetiikan heijastusskeema saadaan seuraavasta kaavasta sijoittamalla φ:n
paikalle mikä tahansa mikä tahansa aritmeettinen kaava, ja pφq paikalle sitä
vastaava Gödel-luku:
Pr(pφq)→ φ, (4.11)
se ilmaisee, että lauseen todistuvuudesta seuraa sen päteminen. Löbin teoree-
man mukaan, jos PA ei todista lausetta φ, niin se ei todista sitä vastaavaa hei-
jastusskeeman esiintymää. Tämä antaa meille mahdollisuuden todistaa Gödelin
toinen epätäydellisyystulos erittäin yksinkertaisesti:
Jos PA 0 (0 = 1), niin PA 0 ¬Pr(0 = 1)27. (4.12)
Heijastus skeeman suora universaalikvantiﬁointi ei olisi syntaktisesti korrekti.
Yleinen heijastusperiaate, on syntaktisesti hyväksyttävä, mutta se ei ole ilmais-
tavissa aritmetiikan kielessä:
Määritelmä 11 (Yleinen heijastus periaate).
∀x(Pr(x)→ Tr(x)). (4.13)
Jos metateoria todistaa yleisen heijastusperiaatteen, ja lisäksi saadaan kaik-
ki T-ekvivalenssit metateorian teoreemoina, seuraa jokainen heijastusskeeman
esiintymä metateorian teoreemana.
Aiemmin totesin, että PA(S):stä (ja Tarskin normaalista totuusmääritelmästä
aritmetiikan kielelle) seuraa aritmetiikan yleinen heijastusperiaate, ja näin ollen
siitä seuraa myös kaikki heijastusskeeman instanssit.28
Miksi heijastusperiaate on tärkeä? Informaalisti se sanoo, että teoria on tosi.
Kun Lisäksi tiedetään Tarskin totuuden määrittelemättömyystuloksesta, että
27. Löbin teoreeman todistuksessa käytetään, jälleen kerran, diagonalisaatiota. Todistus löytyy
[Verbrugge 2003].
28. Siitä seuraa myös niin sanotun yksimuotoisen heijastusskeeman instanssit:
∀xPr(pφ(x˙)q)→ φ(x)). (4.14)
77
totuuspredikaattia ei voi määrittää kielen itsensä sisällä, niin paljastuu heijas-
tuksen merkitys. Heijastusskeema on lähinnä, mitä päästään teorian totuudesta
puhumiseen objektikielen (PA) itsensä tasolla.29 Ja se, että sen instanssit ovat
todistuvia totuusteoreettisessa metateoriassa, on mielenkiintoinen seikka, sil-
lä se osoittaa, että tarskilainen PA(S) ei ole konservatiivinen yli PA:n. PA(S)
kykenee sanomaan jotain aidosti mielenkiintoista aritmetiikasta.
Gödel-lause on informaalin semanttisen totuuskäsityksen mukaan tosi, sillä se
merkitsee, että se itse ei todistu, ja se ei todistu. Tarskilainen totuusteoreettinen
laajennos Peanon aritmetiikalle todistaa Gödel-lauseen.30
Lause 4.2.2. PA(S) ` G.
Todistus. PA(S) todistaa aritmetiikan heijastusperiaatteen , joten
PA(S) ` Pr(pGq)→ Tr(pGq). (4.15a)
Koska PA(S) todistaa kaikki T-ekvivalenssit, niin implikaation transitiivisuu-
desta seuraa
PA(S) ` Pr(pGq)→ G. (4.15b)
Nyt lisäksi
PA(S) ` G↔ ¬Pr(pGq), (4.15c)
sillä PA jo todistaa sen. Triviaalisti
PA(S) ` ¬Pr(pGq)→ G, (4.15d)
josta kontrapositiolla saadaan
PA(S) ` ¬G→ Pr(pGq). (4.15e)
Tästä ja (4.15b):sta implikaation transitiivisuudella
PA(S) ` ¬G→ G. (4.15f)
Joten consequentia mirabilia
PA(S) ` G, (4.15g)
mikä oli todistettava.
29. [Ketland 1999].
30. Seuraavan lauseen todistus on artikkelista [Ketland 1999].
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Edellisen todistuksen merkityksellisyyden kiteyttää Shapiro toteamalla, ettei
Gödel-lausetta ole mahdollista selittää hyväksyttäväksi tai todeksi ilman hei-
jastusintuitiota, eli tietoa kaikkien teorian lauseiden totuudesta. Tästä hän jat-
kaa esittämällä vaatimuksen heijastusintuition oikeutuksesta.31
Ketlandin heijastus-argumentti on tarkemmin muotoiltu kuin Shapiron, mutta
se on essentiaalisesti sama argumentti:32
1. PA:n totuus ja ristiriidatomuus ovat välittömästi ja intuitiivisesti selvät
kaikille, jotka ymmärtävät, mistä aritmetiikassa on kysymys.
2. PA:n heijastusperiaatteen hyväksyminen on sama asia, kuin että hyväk-
syy PA:n olevan tosi ja konsistentti.
3. Heijastusperiaatteelle täytyy olla oikeutus.
4. PA ei voi todistaa kaikkia heijastusskeeman esiintymiä, ja näin ollen
mikään konservatiivinen laajennos PA:lle ei voi niitä todistaa.
5. Tarskin totuusmääritelmällä varustettu PA todistaa heijastusperiaat-
teen, mutta deﬂationistiset minimalismi ja disquatationismi eivät voi
sitä todistaa, sillä ne ovat konservatiivisia.
6. Minimalismin tai disquatationismin kannattajat eivät voi vedota totuu-
teen oikeuttaakseen heijastusperiaatteen ja näin ollen perustavan intui-
tion PA:n totuudesta. Ne, jotka hyväksyvät totuuden olevan jotain tars-
kilaista, voivat oikeuttaa heijastusperiaatteen.
7. Minimalismin ja disquatationalismin kannattajien pitää antaa jokin to-
tuuteen perustumaton oikeutus heijastusintuitioille, tai luovuttava kon-
servatiivisesta (eli deﬂationistisesta) totuuskäsityksestä.
31. [Shapiro 1998]. Shapiro esittää reductio ad absurdum-argumentin tämän argumentin tuek-
si. Kyseinen argumentti käy läpi mahdollisia loogisia menetelmiä näyttää Gödel-lauseen olevan
implisiittisesti alkuperäisen teorian seuraus, ilman että totuusteoria muuttuu epäkonservatiivi-
seksi. Nämä perustuvat kaikki eriasteisten seurausrelaatioiden käyttöön, kuten toisen kertalu-
vun seurauksen, käsitteellisen seurauksen tai substitutionaalisen kvantiﬁonnin. Nämä seuraus-
relaatiot sitovat deﬂationistin huomattavan valtavaan ontologiaan, vaikkakin teknisesti totuus-
teorian ulkopuolella. Itsellään tämä argumentti on mielenkiintoinen, mutta ei olennainen. Siksi
keskityn vain alkuperäiseen burden of proof -argumenttiin: Miten deﬂationisti aikoo oikeuttaa
heijastusintuitiot ilman epäkonservatiivista totuusteoriaa?
32. Argumentti on selvimmin esillä artikkelissa [Ketland 2005], jossa Ketland vastaa Tennan-
tin esittämään kritiikkiin. Ketlandin mukaan Tennant ottaa soveltaa heijastusperiaatetta ilman
oikeutusta. [Ketland 1999] on myös muotoilu, jota voisi kutsua Gödel-argumentiksi. Sen mu-
kaan hyväksymme Con(PA) todeksi lauseeksi, vaikka tiedämme, että se ei ole todistuva Pea-
non aritmetiikasta. Ketlandin mukaan tämän hyväksynnän taustalla on totuusintuitio, joka on
vahvempi kuin konservatiiviset deﬂationistiset teoriat.
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Oikeutukseksi ei riitä pelkkä Gödel-lauseen ottaminen aksioomaksi tai reﬂek-
tiivisen teorian käyttö, sillä ne ovat juuri ne, jotka pitää oikeuttaa. Myöskään
aritmetiikan tulkinta vahvempaan teoriaan ei ole hyväksyttävä strategia, sillä
vaikkapa ZF edellyttää paljon laajempaa ontologiaa, kuin PA(S).33
4.2.3 Ketlandin neljä ongelmallista ominaisuutta
Ketland osoittaa artikkelissa Deﬂationism and Tarski's Paradise34, että deﬂa-
tionistisella laajennoksella PA(D) on seuraavat ongelmalliset ominaisuudet:
1. PA(D):llä on epästandardi malli.
2. PA(D) ei todista erinäisiä totuuteen liittyviä yleistyksiä.
3. PA(D) on ω-epätäydellinen.
4. PA(D) ei implisiittisesti määritä Tr:n ekstensiota.
Näiden todistukset ovat varsin suoraviivaiset. Epästandardi malli saadaan laa-
jentamalla PA:n mallia sellaisella tavalla, että tässä mallissa on epästandardi
lause, joka on mallin mielestä oma negaationsa. Tämä malli on suoraan todistus
kohdalle kaksi, sillä jos PA(D) todistaisi kolmannen poissuljetun lain, ei tätä
mallia voitaisi konstruoida.
Kaikki kolmannen poissuljetun lain instansssit Peanon aritmetiikan kielen lau-
seille ovat kuitenkin todistuvia. Kullekin lauseelle φ ne seuraavat suoraan T-ek-
vivalenssista Tr(p¬φq)↔ ¬φ ja T-ekvivalenssin Tr(pφq)↔ φ kontrapositioista
¬Tr(pφq) ↔ ¬φ. Tämä ilmiö on se, mitä Ketland tarkoittaa ω-epätäydellisyy-
dellä.
Neljäs kohta kaipaa tarkempaa huomiota. Mitä tarkoittaa implisiittinen mää-
ritelmä. Ketland ottaa tämän käsitteen siinä mielessä, missä se esiintyy Bet-
hin teoreemassa. Tässä mielessä teoria T määrittelee implisiittisesti predikaa-
tin S(x), jos ja vain josi mielivaltaisesti valitut kaksi mallia teorialle T , I ja
I ′, joiden domainit ovat identtiset ja joiden tulkinnat kaikille muille symboleil-
le, kuin S:lle ovat identtiset, antavat saman ekstension S:lle. Bethin teoreeman
mukaan, mikäli jokin on implisiittisesti määriteltävissä, on se myös eksplisiit-
tisesti määriteltävissä. Jokin predikaatti S on eksplisiittisesti määriteltävissä,
jos ja vain jos on olemassa kaava Ψ(x), jossa ei esiinny termiä S, siten että




Nyt PA(D):n konservatiivisuudesta seuraa, että se ei voi antaa implisiittistä
määritelmää Tr:lle, sillä se määrittäisi silloin eksplisiittisen kaavan, joka on il-
maistavissa aritmetiikan kielessä, joka olisi totuuden määritelmä aritmetiikalle,
ja todistuisi PA:sta. Tämä on ristiriidassa Tarskin totuuden määrittelemättö-
myystuloksen kanssa.
Ketlandin tulokset ovat aivan oikein. Richard Bays35 on kuitenkin osoittanut,
että samat tulokset pätevät myös PA(S):lle. Nämä seikat eivät itsellään tee
tarskilaisesta totuusteoriasta paremapaa, kuin deﬂationismista.
Ensinnäkin PA(S):lla on epästandardi malli. Tämä on selvää Gödelin epätäy-
dellisyystuloksen yleistyksestä  PA(S) on ensimmäisen kertaluvun teoria, joka
laajentaa Peanon aritmetiikkaa, joten se ei voi todistaa omaa ristiriidattomuut-
taan. Nyt predikaattilogikan perustulosten nojalla on olemassa PA(S):n mallit
M ja M′, joista ensimmäinen todistaa Con(PA(S)):n ja toinen ¬Con(PA(S)):n.
Toiseksi PA(S) ei todista kaikkia totuuteen liittyviä yleistyksiä. Baysin esimerk-
kinä on se, että aritmeettisen totuuden alaan kuuluvat kaikki PA(S):n teoree-
mat, mutta Löbin teoreeman mukaan:
PA(S) 0 ∀x(PrPA(S)(x)→ Tr(x)). (4.16)
PA(S):n ω-epätäydellisyys puolestaan Bayesin mukaan perustuu Gödelin epä-
täydellisyyteen. Käyttäen relatiivista todistumispredikaattia Pr′PA(S)(x, y), x on
y:n koodaaman lauseen todistusta36 vastaava koodi, saadaan Gödelin epätäy-
dellisyys tulos kirjoitettuna muotoon:
PA(S) 0 ∀x¬Pr′PA(S)(x, p ˙0 = 1q). (4.17)
Kuitenkin jo PA(S)− todistaa kaikki instanssit ¬Pr′PA(S)(n˙, p ˙0 = 1q) sanoo Bays.
Kolmanneksi PA(S) ei kykene sitomaan predikaatin Tr tulkintaa kaikissa mal-
leissa eikä näin ollen anna implisiittistä määritelmää totuudelle Bethin teoree-
man mielessä.
Bays kuitenkin toteaa, että PA(D) riittää määrittämään totuuspredikaatin alan
aritmetiikan aiotussa tulkinnassa. Lisäksi se määrittää kaikkien PA:n mallien
35. [Bays (tulossa)].
36. Todistus ymmärretään tässä yhteydessä jonona kaavoja, ja sen koodi on luku, joka koodaa
todistusjonon kaavojen Gödel-lukujen muodostaman jonon.
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standardiosaan predikaatin Tr ekstension yksikäsitteisesti. Malliteoreettinen
tarkastelu osoittaa tämän. Oletetaan, että
M  PA ∪DT. (4.18)
Nyt jos n on luonnollinen luku, niin:
M  Tr(n˙), jos ja vain jos n on koodi LPA lauseelle φ ja M  φ. (4.19)
Ja jos φ on LPA lause, niin:
M  Tr(pφ˙q), jos ja vain jos M  φ. (4.20)
Näin ollen Bays toteaa PA(D):n määrittävän implisiittisesti Tr:n ekstension hei-
kommassa mielessä, kuin mitä Bethin teoreema vaatii, mutta antaa sen kum-
minkin, ja aivan tyydyttävällä tavalla. Tapa on täsmälleen yhtä vahva kuin se,
jolla PA(S) sen antaa.
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